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Questa dispensa è scritta da studenti senza
alcuna intenzione di sostituire i materiali

universitari.

Essa costituisce uno strumento utile allo
studio della materia, ma non garantisce una

preparazione altrettanto esaustiva e
completa al fine del superamento dell’esame
quanto il materiale consigliato dall’università.

Il contenuto potrebbe contenere errori e non è
stato in alcun modo rivisto né approvato dai

docenti. Si consiglia di utilizzarlo come
supporto integrativo, da affiancare in ogni

modo alle fonti e materiali ufficiali indicate nei
programmi d’esame. 



Appunti Mate 1 - Primo parziale

Seguono gli appunti presi in classe di Mate 1 - Primo parziale, riguardanti questi 

macroargomenti:

● Insiemi;

● Funzioni;

● Successioni;

● Serie numeriche;

● Limiti.

In grigio: esercizi, esempi, chiarimenti passaggi.
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06-09-2024 SIMBOLI

INSIEMI 9 insieme vuoto

A
,
B, ...

be A appartiene

1) A = [a
,
b

,
c

,
1

,
23 elenco i btA

, 5 A E non appartiene

(2) B = [m : n paris proprietà
& incluso in

A : [ 1
,
2

,
3

,
4

,
33 BEA

↑

B : [2 : 33 INSIEMI COMPLEMENTARI

A : [1
,

2
,
3

, 43 Intersezione AeB

B : 20 ,
1

,
3

, 53 AlB = 51 , 33 ielementi in comune

I
Unione di A e B tutti gli elementi

AUB : 20
,

1
,
2

,
3

,
4

,
53

A B

(3) Diagramma di Venn

Intersezione

iUnione

LEGGI D. DE MORGAN

Teorema

1) (Anb)"= AUB"

2) (Aub) = An
elementi

·

M

di

② Fai da sola il disegno

e la dim
.

Sul libro

↓ vedi
pag

7 del quaderno

un complementare dell'interazione

um Ac

In B
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De Morgan 1

im: il Dimostro che (ArB) Ari

xt(AnB)" Es x #AnB E) X & A
oppure X # B

(
2

sext siad A che a B sarebbe nell'intersezione)

E> XEA" appare XeBe XeA"uB

in) Dimostro che AUB = (Ani)

X + AB > Xe A oppure XEBET X # A oppure XABL) XfAMBLE) xt(AnB)C

A
,
B

Differenza A-B

Esempio

A : 51
,
2

.
3

,
43 ;

B = 21
,
33

A - B = 52
,

43

elementi di A che non appartiene a B

ENUNCIATO mondo

Teorema (H) Se A è un sottoinsieme di uno spazio l ,
allora (AP = A

PROPRIETA
DEL DOPPIO

COMPLEMENTO

Insiemi Numerici

* Tra due numeri razionali P
.

Pe Q

IN = 50
,
2

,
2

,
3, ...

3
, numeri naturali

se ne trovano infiniti altri

2 = 30, a , 2, 3, ...
3

,
numeri interi relativi IN

e
2

Q = [im,
weIN

, +03
,

numeri vazionali IN = Q P = m =
m

,

mEIN
;

P
=in IN

IR = numeri reali (sia razionali e irrazionali) IN = QEIR

↳ funzione Bliettiva con la retta orientata PPD

Si dia che Q è denso

-

↓ e po
o u retta orientatein
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INTERVALLI in IR

[a
,
b] [incluso

[a
,
b)

C non incluso

(a
=
b]

(a
= b)

Gli intervalli sono tutti sotto insieme di IR

A = [2
,
330253

Proprietà del Sottoinsiemi Di IR

Maggioranti e Minoranti di AEIR

↓ef ALIR, non vuoto. Un numero h EIR e un maggiorante di A quando h = x
,
XxEA

Un numeroh'EIR è un minorante di A quando h' = X
,
Xxe A

Em2
: 3) magg

[3
; + 1)

;
minoranti (-0 % 2)

-
↓

infiniti

Insiemi Limitati

Lef : A EIR
,
non vuoto

i) A si dice superiormente limitato quando 7 un maggiorante
di A

.

ii) A si dice inferiormente limitato quando 7 un minorante

iii) A si dica limitato se è limitato sia inf. che sup

Esempio i) A = [2
,
3) limitato

ii) IN i minoranti = (-8
, 0] lim

. Inf .
ma non

sup

Massimo e minimo di un insieme

Def : A EIR
,

non vuoto

Si dice che a A è massimo di A quando

a = X
,
Xx A
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Lef : A CIR, non woote

Si dice che a EA è minimo di A quando

a =X
,
XxA

max = 3

Esempi 1) = [2 : 3] min = 2

2) A = [2 ; 3) max
non esiste Imax

3) A : GineIN ,
n +03

! ↳a
(0 : 1]

AlimitatoSu: = [y+y)
Vedi pag

A limitato inf
minoranti = (-0 : 0] Teorema(H) maxemin di un insieme AEIR se

esistono sono unici

MAXA = 1 i0A I win A

-

Estremo superiore e inferiore di un insieme

Def . A EIR
,

non unoto

massimoestree se

S si dice estremo superiore di A quando è il più piccolo dei maggioranti di A E
minimo estre

e se

s si dice estremo inferiore di A quando è il più grande dei minoranti di A

E A = [2 : 3)

3 = Sup A

L'est
sup e inf di un insieme limitato esistono sempre.

TEOREMA (di completezza dei numeri reali

Ogni insieme ALIR, non vuoto
, possiede estremo superiore , se A è limitato superiormente ed estremo inf .

se A è

limitato inf.

Teorema(h) caratterizzazione di estremo supling ...

Dato AEIR
,

non vuoto

le seguenti affermazioni sono equivalenti :
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i) S = supA

ii) Six
,
XxA

;

VEFFEA tale Che > S - E

↳
un elemento di A

diverso di X

INTORNI in IR

Xo EIR

Intorno di Xo

U(xo) = (xo - &
, xo +E)

,
2 To

2E
↳ raggio dell'Interno

to - e
to to+

Valore assoluto o modulo U(xd) = (0 - 2;xo+2) =

xeIR : (x) =

[
= (xf(R : d(x

,
ro) < ES =

= Ext(R : (x -Vol - 23

X
, y ER

;
d(x

, y) = (x - y)

↓

Struttura topologica diR

Def
Un punto a EIR si dice interno ad A CIR quando

i) a - A
:

ii) esiste un intorno di a contenuto in A

Esempio
-

A = [ 2
,
3) IntA = (2 : 3)

-A

Noe
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De MORGAN 2
pag

so sul libro

(AuB)" = AnB

(AUB)a

·mi
Do

Dim il Dimostro che (aub)"Anis

x + (AUB)
=

() x * AUB => XKAoppure xfB =7 x + A 1x + B => x + AB

ii) Dimostro che AnB (AUB)

↑ tA'nB" = x yAlxAB = x &AUB = x t(AvB)"

ProprietàDel Doppio Complemento
pag y sul libro

ENUNCIATO

Se A è un sottoinsieme di uno spazio ne
,

allora (AP = A

Dim i) Dimostriamo (A)A

a <(A) => afA " ()atA => (AY" = A

ii) Dimostriamo A (A4
"

a t A = at A => a + (A)) => A = (AY
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Teorema dell'UNICITE DEL MASSIMO e MINIMO
pag 26 sul libro

ENUNCIATO

L'insieme ACIR ha al massimo un massimo e un minimo

Dim Ya
,

E, A
per assurdo 2 massimi di A

con #Xe

Dato chee e un massimo di A F1 X FxeA

essendo2 A => F1zX

Essendo anche 2 massimo diA=

Fr=

In egual modo si dimostra l'unicità del minimo

TEOREMA Di Caratterizzazione DI ESTREMO SUP(INE (ANDREANd

Dato AEIR
,

non vuoto

le seguenti affermazioni sono equivalenti :

i) S = supA

ii) SIX
,
XxEA

;

VEFFEA tale Che > S - E

↳
un elemento di A

diverso di X

Sia AIR
.

Allora a = supA E> x =a VxEA

VEsJxgEA

tale che x
,
ela- ; a]

Dim
a

=

sup A

a è il più piccolo dei maggioranti =S a e un maggiorante>x =a xA

a è il piccolo dei maggioranti quindi VEso
,
a-E non è più maggiorante, cioè JxA
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tale che xza-E
= a - E <Xa

(=)
+t

(a -da]

Dim .

del prof - usando gli INTORNI SINISTRI E DESTRI

Dato AEIR
,

non vuoto

ille seguenti affermazioni sono equivalenti :

2) S = supA

2) Sza
,
VatA

;

VE > FätA tale Che S- E

in) Le seguenti affermazioni sono equivalenti
3) s =

infA
4)s = a

,

atA
;

V5z0 JatAtale che < + E

Dim il 1) =2) Sia S = supA.
-

Siccome Se un maggiorante di A si ha

Sa
,
VatA

Sia E30
.

Siccome S è il più piccolo dei maggioranti di A
,
allora S-E non è un maggiorante di A.

Quindi J A tale che <S-E .

2) => 1) Sia SelRtale che Sca
,
VazA e FEso JatA tale che S-E .

Siccome Sca
,
VatA

,
si ha che S è un maggiorante di A .

Inoltre siccome FEco abbiamo un A

con S-E
, ogni numero K = S-E non è un maggiorante di A

.

Pertanto non vi sono maggioranti di

A minori di S e quindi S è il più piccolo dei maggioranti di A
,

ossia S= SupA.

ii) 3) 4) Sia s = infA.

Siccome
y è un minorante diA siha

= a
,

VoEA.

Sia E70
.

Siccome s è il
più grande dei minoranti di A

,
allora s + E non è un minorante di A.

Quindi 7 A tale che a s
+ E.
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4) = 3) SiaseRtale che sa
,
VazA e FEro Fatt tale che <s + E.

Siccome sa ,
VatA

,
si ha che s è un minorante di A .

Inoltre
, siccome FEco abbiamo un A

tale che -ste
, ogni numero K =

s + E nom è un minorante di A
.

Pertanto non vi sono minoranti di

A maggiori di s e quindi s è il più grande dei minoranti di A
,

ossion s = inf A.

CV
.

D
.
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10-09-2024 Martedi

Dal 13 Settembre cisaranno gli Homework

IR

Def AZIR
,

non vuoto
.

a e A si dice interno di A
, quando JU(a) contenuto in A

ex .
A = [ 1

,
3]

(a + AY

Def A EIR, non vuoto
. aA si dice esterno ad A quando [U(a) contenuto in A

Esempio 1) A : [1
,
3)

-
Esterni ad A = (-0

,
1) u(3

;
+d

- ita)

& A EIR, non vuoto a ER si dice di frontiera per
A quando non è me interno mé esterno.

-A = punti di frontiera -> negli intervalli > El estremi

A = [ 1
,
3)

: Da = 21 : 33

Esempio A : Ehin EIN
,
ne03 = 21

. zisit. .. 3
O A

&
2 non è interno

intA = 0 : IA

↳ esterno ad A

2A= A U903

Esterni di A = IR - /A vob)

Punti di Accumulazione

Def A EIR
,

Anonurato

a EIR si dice di accumulazione
per

A quando ogni suo intorno contiene almeno un punto di A diverso di a

Esempio 1) A = [1
: 3) ()()/,18

A = [1 , 3]
↳ derivato
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-

1) a punto di accumulazione a punto di frontiera Falso

c) a punto di frontiera
> a punto di accumulazione FALSO

Punto Isolato

Def AEIR
,

A non nuoto a si dice punto isolato di A quando :

i) at A

iil a non è punt di accumulazione
per

A

1) a isolato a di accumulazione Falso

2) a isolato => a di frontiera VERO

INSIEMI APERTI E CHIUSI

Def.

A FIR
,
non vuoto è aperto quando ogni suo punto è interno

ex
A : [1 : 3) non è aperto perché 1 è di frontiera
A : (1 : 3) è aperto

Def A /R
,
A non

vuoto. A è chiuso quando (AEA. (AEA)

CHIUSURA DI UN INSIEME

I = AUDA

Esempio, / A = En ,
neIN

,
n +03

A = Ac (A v503) = A v 203

2) A = [1, 3] ; E
= 31 : 33 NB .

Se A chiuso, allora A = A

A = A

12
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IR

IRvE= 03 = TR

V(+ a) = (a = +b)
,
at IR

a

u(- a) = ( - 0
, b)

,
beIR

d

#

m = 2 ;
IR2 = [[] ,

x
,
x EIR3

x

----

m = 3 = IR3 = [[] : ve- IR

N

r
L

IR" = [[] ,
+

2 ,
x2

... , in ERY

- - []

m-uple di numeri reali
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IR" = G[],R
Lz

(X ., x2
,

.... m) ↳ n-upla di numerinali 1

↓
-> numero

-> indice in basso

1 -> elementi -- indice in ALTO exx111

OPERAZIONI TRA ELEMENTI DI IR

1). Sommar tra elementi di IR"

Esempio

X = [ =)- IR

1 = [.JER

1 +X = []

1. IRYX =[] : 1 :

[]

1 + 1 = ** = ze-

Xn + yn

2) Prodotto di un elemento di /R
per

un numero reale

1 -IR"
i GEIR

5. I =

[]ER

NB. IR" dotato delle operazioni 1) e 2) è uno spazio verticale. Y suoi elementi si dicono

vettori

IR2
: 1 = [1]

EsempioT]
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M

----
&

=

N

Esempio
[1] : < 1 + [2] : + + [2] 20 ----

-
· -

PROPRIETÀ DELLE OPERAZIONI IN IR"

Proprietà della somma

1) 1 + 1tIRP

2) 1 + X = X + (commutatival

3) 1 + (x +z) = (E + 1) + z (associativa

4) c : [8Re
1 + 0 =/

3) - =

Fi+

Proprietà del prodotto per un numero 1 , EIR"; -IR , BelR

1)GXtIRh

2) G (E + 1) = 41 + 2 (distributiva)

3)(2+ B) = = 21 + BE(x)

4) 1. = 1

5)a(BF)= (4B)1

6) 0 . 1 = 0
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Norma di un vettore di IR

IR
: = [*]
A

d = vi+ x = Il1) =
norma di X

e
1 - [E] i

(1 (1) = xi +**... + Xi

IR2

1 =

[2] : 1 : [1]
N

d(1iX)= (x1- y , )2+ (x2- yz)
X-

altiil
of

Y ,
- ⑧

↓ 1 - X = [**]
y *

G

d(kiX) = 1) = - 11)

N. B
. 1 , 1

EIR
; d(fi]) = (x

.
- Y,)+ (x2 - y) +... + ( xm - ya)" = llz -11)

↳DISTANZA
EUCLIDEA

Esempio= [5] : = = [3]

1) d(=:
%

) = (2 -1)+ (2 -3)=E

2) Rappresentare l'insieme

& I = [JER2 : d(fi10) = 23 = 31 EIR2 : (2) ( -1 = 53 = GE - /R ? (n-2)+ ( -a) =23
↓

CIRCONFERENZA

1

...
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3) A .

=(x= []+
= d(z : =) =2]

Proprietà della Norma : Ile11 = x+x+... +

1) (IEI) =0
;
F EIRv

2)ll Ell = 2 EX X = 0

3) Disuguaglianza triangolare

(l E + (1) = Il Ell+ 11 11)
,
F1

, LEIR2

N

%
1 + 1

IIII
1 1k

+Il

*
Il

=

4) Disomogeneità : GEIR : 11 Il = 151 : / * Il

N ah

1x

11
=

O

Prodotto INTERNO o Scalare Tra Vettori

1 , EIR

↓ =[]i = []

1 X = <ki] >= XiY
,

+ X2Yz +
...

+ XmYa

Esempio = [i] , 1 : [1]

1.
=- - 1 = - 2
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5) Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

(f
-

X(((ky . 1111)
,

VE
,
LEIRv

-11 1.
[1

1111. (141)

Fil Erm

d(= : y) = 11 = - 11)

Proprietà della distanza Euclidea

1) d(kix) = d(t; )
,

V =, yERe

2) d(FiX) = 0 E) 1 =

3) d(k
,1) 20 , 81 , 7

4) d(k : x) = d(zjz)+d(zi]) ,
XX1, z EIR

A
I

F

d(E
:*)

d(Eil)

d( iz)
G

Intorni in IR"

IR
,

Xo eIR
;

U(xo) = (Xo-E i xo + El=

=(xtIR
= d(x

,
+) &3 = [Xe(R : (x -xdc2}

IRIR : Us() = {eIRd(e:%123 ={ EIrlle-9183, 30
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DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE (heProg)
Teorema

VI
, YeIR si ha

2)((k +(1) = (11)) + (111)

Dim Per mostrare che la disuguaglianza è verificata consideriamo il quadrato di ambo i membri :

(1) = + X11)2 = (1) =1 1 + 11211)2
:

1(z +y() = 1) =( + 111112+ 2(1111 :

11/

Per definizione di norma di un vettore :

( +Vi

e quindi

+
(E

*

Semplificando :

&

ossion

#k -

y
= (11) . 1111

Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha 11 . 11/IEIIIIIII e quindi in particolare

1 .Y IIIII . 11 III che prova
la # ) che è equivalente alla 1) per i calcoli effettuati .

C .V
.
D.
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TEOREMA CH -profl devo dim entrambi i sensi

(C)
Un insieme ACIR2 è chiuso se e solo se il suo complementare è aperto.

Dim> Sia ACIR un insieme chiuso. Sia * EAP assia IEA
.

Quindi 1 non è un punto di frontiero
di A

,
siccome A è chiuso.

Allora è un punto esterno ad A
.

Vale a dire che Irco tale che Un([A? Pertanto x è un punto

interno di
'

e quindi A è aperto.

Sia Ac/R" un insieme aperto. Sia y un punto di frontiera di A
.

Per assurdo supponiamo che #A ,
ossia XtA ?

Siccome A' è aperto 7 Ur (1)A e pertanto AnUr(1) = 0.

Ma allora I non può essere un punto di frontiera di A.

Otteniamo quindi una contraddizione e si deduce quindi che deve essere EA .

Pertanto A contiene i suoi punti

di frontiera e quindi è un insieme chiuso.

C . V
. D.
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TEOREMA(H--prof)
Un insieme ACIR" è chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione .

Dim = Sia AIR" un insieme chiuso . Per definizione contiene tutti i suoi punti di frontiera. Per assurdo,

supponiamo che esista un punto di accumulazione A.

Per definizione di punto di accumulazione FU(19) 7 #10 tale che UNA .
Quindi in U (19 vi

sono punti che appartengono ad A e ad A. Si deduce che è un punto di frontiera. Una siccome A è

chiuso deve contenere tutti e punti di frontiera e abbiamo quindi una contraddizione . Pertanto tutti i punti

di accumulazione devono appartenere ad A

Sia A CIR un insieme che contiene tutti i suoi punti di accumulazione . Sia
o

un punto di accumulazione di A
.

Se

fosse
stato -X è un punto isolato di A

,
allora ItA per definizione (in quindisarebbesicuramentedi frontiera) .

Ma noi abbiamo un punto di accum

Se
o

è un punto di frontiera che non è isolato, allora 1
°

è un punto di accumulazione e quindiA. Pertanto A contiene tutti i

punti di frontiera e quindi è chiuso.

C
.

V
. D.
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13-09-2024

INTORNI In IR"

1
:

+129

Ug(xq = (1 + (Rd(x =) - 33 = Extr :
11x

- x 9) = 53

Esempio IRC
: 8: [1] : Ug(1) = SeR": 1-e11123 = { * +IR: (x

,-Ex
< [3 = GE eIR" : (x-"+ -** 53

IR2 -

circonferenza

IR3 -

sfera

Gli intorni di IR servono per classificare i punti con le
proprie proprietà

Def in IR =Def in IR"

PUNTI INTERNI In IP

Ref A IR", non vuoto. XPEA è punto interno ad A quando JUg(19A.

PUNTI Esterno in IRY

Def A =IR", non vuoto.

M

I
:

EIR è esterno ad A quando è interno and A!

Esempio

A = 21 = [ *J +IR2: -1 = X
,

<1 :
= 1 = +2

: 23

ntz

·
insiemeA

⑧↳ X1

-

non aperte
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Punti Di Accumulazione in in

Def AIR", mon voto.

X° IR" è punto di accumulazione per A quando in ogni suo intorno JEAcon ***

Esempio Guarda imm precedente (
-

A = = t(R2. - 1x
,, + 1 = x = 13

B-

Aisolato di B

TEOREMA

GLI INTORNI di IR" sono Insiemi Aperti

Dim XEIR?; Ug() .
Dimostriamo che Ug(9 è aperto.

↓

ogni suo punto è interno

A

E

·e

->

A

N

U-

= E
- E

to

Ug(% ug(9)
111 - 19

Considero EUE(19) e mostro che y è interno a U
,

(19)
. Scegliamo un raggio tale che : 03-d(x)

Devo trovare un intorno Ug( =) U
,

(19. Consideriamo Ug(1) ,

cioè l'intorno di raggio d'antrato in x.

Ossia
, devo trovare Ug(F) tale che VIU: (1) si

ha eu (1)
E

Devo mostrare che Il 1-10113 .

Si ha : 111 - =9) = 11 (1 - 1) + ( = - 19) = (1X - El1 + (1 * -xi)cd + 11k -1) 25

E' perché y lo abbiamo preso appartenente a U . (*)

Si ha E' + 11 K-E11 E per Ecc-11 * -

*01

M

GUARDA SUL PROG . I TEOREMI HOMEWORK
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INSIEME COMPATTO = CHIUSO + LIMITATO

INSIEME LIMITATO IN IR"

Def
.

A FIR e limitato quando FUg(t) tale che A = U
,
(:)

N

orelimitato III
j

Vettori et, ...,
* Erm

NUMERI 41
,
92

..... GkEIR

4 + Gz +... +Ek = combinazione lineare di K?
....,

** con coefficienti G1 ,
%

...... Er

Se Ga
, 42 ..... Er20 e i =1

,
allora

, G+... e una combinazione lineare convessa

Eempio
"

= [2]:[2]iE = [2] EIR
>

9. = z : 22 = -idz = t

[2] + + [2]+ [2]

INSIEMI CONVESSI

in IR?

A

A

s

È convesso se tutti i punti legati da un segmento, esso è interno all'insieme

· 1

G

·

Non è convesso

=

Non
posso usare il linguaggio della grom .

in IRE

↓

~
ingagebe

Convesse

t + (1 -t)2 ot = 2

t= 1 I

t= o 2

t=E+I -

PUNTMEDTENTOF 24
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Def ACIR" e convesso quando F&2 A
,

risulta ti + 12-HA
,

Fteto i 1

FUNZIONI

DefA
funzione da A in B e una legge lo corrispondenza che ad egni elemento diA

associa uno e un solo elemento di B.

A f B

o
2 - f(x)
2

o

>
&

2
.

0

e -o

T

G

fia
-> B

Esempio A= insieme dei poligoni : B = IR

poligono -
area f : A - B

A = insieme dei cittadini
;

B = sequenze di 16 numeri o lettere

cittadino - F

NB. J : A -> B è iniettiva quando xx A con x' + x => f(x)= f(x)

Funzioni
f

: AIR-IR

Esempio 1) f(x) = x
3

2) f(x)
= logy = enx

A= 0 :
+b) B :I R

Immergine di
f

Imm f : f(A) = Sy EIR : y = f(x) per qualche + A3

25Alessia Brongo
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Esempio

f(x) =

Imm 8 = [0 i
+y)

=

NB. 8 : A CIR -> IR e suriettiva se fla)= IR

f(x)= x
3

↑

Suriettiven

=

N.

B
.

f
: A IR-IRE biettiva quando è sia suriettiva che iniettiva

Proprietà di f
: AdiR - Ir

1) funzioni limitate

Def f
: AERIR e limitato quando JMEIR : f(x) = M i Xxe A

(5 mt IR : f(x) = mi XxA)

Se una funzione è lim sia sup che ing
- Limitate

Esempio f(x) = Fix

f(xzo ,
XX = Je lim inf

1 ,
V + = f

è limitata superiormente

26Alessia Brongo
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2) Funzioni Monotone

(decrescentel (2)

De f : AIR->IR è monotona crescente quando VX
, x2 A con +23/1 ,

risulta f(x) -f(xm)

(decrescente)

1ef f : AIR- IR è strettamente monotona crescente quando XX
, x2 EA con +m

,
risulta f(x'sgen

1) Se f : A CIREIR è crescente lo decresante) allora è iniettiva F

↓

strettamente

· finiettiva
· 8 streit .

monotona

Massimi e minimi perf : A -IR-R

De. f : A R-IR
.

Xo e A si dice punto di (massimo globale/assoluto grando risulta f,

argmaxf = insieme dei punti di massimo assoluto dif

largminf) (minimo)
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17-09-2024

Teorema Una funzione monotona è invertibile se e solo se è strettamente monotona.

iniettiva = invertibile Una funzione iniettiva è invertibile

melsuodomin
sono

Dim Hp f : ASIR-IR è monotona crescente
-

↓

per convezione

1) Dimostriamo che f strettamente monotona =Tf invertibile

Se Xi
. XzEA

,
con X27X1 ,

risulta f(x2) <f(x1)

Quindi f è invertibile .

2) Dimostriamo che f e invertibile => f strettamente monotona.

XXEA con X 2 #X2

In particolare con x 2 sx2

Siccome
f

è monotona crescente , risulta f(x)f(x) .

Siccome f è invertibile , non può essere f(x) =

f(x) .

Quindi

f(xz)
-

f(x)

ossia f è strett monotona crescente

Screscente

x + y [f(x)
= f(x)

nf(x)
Esempio

f(x) = 33

2'
&

X

f(x)
=

f(3)
ma 25

28Alessia Brongo
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Teorema: La stretta monotonia equivale ad un isomorfismo d'ordine

Le seguenti affermazioni sono equivalenti :

1)8 : ACIR-> IR e strettamente crescente ;

2) x =
y
= f(x) = f(y)

Max e min
per f: A FIR - IR

Def .

f
: AIR-IR

. Xo EA si di ce punto di max globale (a assoluta per f , quando risulta

f(x) = f(x) ,

VxxA

N

f(xd f(x) = massimo di
f.

=

Esempio f(x) = 3x
,

+ [1 ,
3) = A

N

15 ---------

"

3---- i
=

I 3

Angmaxf = E53
: angminf

= 513

f(a)= [3 = 5]

↓
↓

ming max f
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Def f
: A FIR-IR

N

Xo EA è punto di max locale (o relativo)

quando JU(xo) tale che

f(x) = f(x) ,
f x U(x) ut

t
S

Esempio f(x)
=

S ven

M

h = punto di min globale
4

,
0 = punto di min locale

·

* punti di max globale/locale

f(A)
= [ - 1

,
2)

N
B

B .

f : AEIR--R

f(A) = IR

1 = uguale per definizioni)
max f : = max f(a)
min G:= min f(A)
Sup f : = supf(a)

inff
: = inf(A)

Conservazione dei massimi e dei minimi rispetto alla composizione strett . Crescente

Teorema f : A CIR-IR : g
: A CIR -IR strettamente crescente. Supponiamo di poter considerare la funzione

Compostag(f(a)

Allora
argmax f =

angmax g (f)
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Esempio

f(x) = x2 +
,

Trovare
i punti di minimo assoluto di h(x)

.

h(x) = 2
+ 2 +

↓

g(x) = ex

h()=g(f(x)) = ex) . argminf = anguinh = 203

Dim 1) Argmax f angmaxg(f)
Xo e

angmax f) f(xd = f(x) ,

yx A

f(x) = f(x) z [8f per
-

Se f(xd
= f(x) =

g(f(x))
= g(f(x)

Sef(xok f(x) =

g(f(x) > g(f(x)) ,
siccome

g
e strettamente crescente.

Quindi f(xd = f(x)
=

g(f(xd) = g(f(x)
=

xtargmax g(f)

2) angmax g(f)
=

angmax f

Xo E argmaxg(f)

<)

g(f(xd)
=

g(f(x) ,
XxeA

Dobbiamo mostrare che f(xd = f(x) ,
XX EA

Per assurdo, suppongo f(x) < f(x). Quindi glf(vo)
< g(f(x) ,

siccome
g

è strettamente

crescente
.

Una contraddizione !
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Punti Di MAX e Min Forte

Af
. 8 : ACIR+ IR

i) Xo EA è punto di max (min) globale forte quando

f(x)
,

f(x) ,
XxtA

,

x # xo

d N

-!

ii) Xo EA è punto di max (min) locale forte , quando JU(xo) tale che

f(xd), f(x) ,
yx + U(x)1A

,
x + x

Esempio f(x)
= sens

d

--
-- 11

↓
massimo locale forte
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Teorema. Se vo è punto di massimo globale per y
esso è forte se e solo se è uno
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18-09-2024 Esercitazione

Def :
Siano

1,
AIR".

Ley sono ortogonali se 1 .=

Def : Un vettore IR" tale che /III = 1 si dice vettore unitario o versore.

Def : Un insieme [11 , ..., 3 IR è un insieme artonormale sellfill = 1 Vi = 1
, ...,

k e i · j
= 0

Vi
,j

= 1, ...,
k

con itj

Esempi :

(2) 12
=

(f) i zn
= (i) in 13

11. Il = 11 (3) 1) = 1* (1+ 22 = 53 + 1 = mon e un

versore

(lk211 = (l() Il = (12+ 1+ 02 = + 1 =
non è un versore

12 . Ec = /1) + (1) . 1 + 1 . 0 = 1-1 =
-270 = X 1 e 1 non sono ortogonali

(2) 1 =(/ :/
Er

IIII =C = E + E = 1 = em
versore

(111) =

Fr+) = 1 => in versone

*=()+=
0
= i] sono un insieme autonormale
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Teorema di Pitagora
V

X , y EIR" ortogonali si ha che 111112 + 111112= 111 + 111

ORDINAMENTOin IR" :

↓ef
: V
,

EIRE

12yEXYi ,

Vi = 1, ...,
n

Proprietà
1 = XXXIRM proprietà riflessiva

se

12yeX1=
= 1 ↑ antisimmetrica

se 1210 XE = IIE / transitiva

OSS : Se nzc
,

l'ordinamento non è totale
,

cioè non è vero che VI
, 1

EIR" si ha

sempre XIX oppoe
: I

Esempio

1 =

(_2) !
=

(0)

non possono essere ordinati
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Def : Siano 1, IR"

1 Y
ES xizy :

Vi = 1, ...
e

per almeno un j

xj >

yj

↓ si dice strettamente maggiore di
X

Xxy
=> X

: 3 :
Vi = 1, ..,

X è fortemente maggiore di

x = = T

Esempi :

1)

(2)

(is

36Alessia Brongo

markolano



i
I

·i

iI
·

non confrontabili

Se = e positivo

Se
10 * è strettamente positivo

Se
1 Q X e fortemente positivo

OSS : 1 = 0 =a

=> è positivo

Esempi :

(8) è strettamente positivo

(1)
è fortemente positivo

37Alessia Brongo

markolano



20-09-2024

Funzioni di m Variabili

f
: A CIR - IR

f(x)

Esempio f(x , +2) = x12+ X2

f(1 ,
2) = 1 + 4 = 3

Che cos'è una funzione di u variabili ? E una corrispondenza f con dominio in IR

f(x+ x2 ....,
xm) = f(x) ; f : A fr - IR

↓

Vettore di lia
Y

adesso è un

vettore

I
1 =[] = (x1 , x, ... a)

Dominio di f :AEIRIR

Esempio=N
A = [[1] : x =0 : x

,

- 1203 = {[] : x20 , = 1)

·tel
A è chiuso, non limitato

,
convesso

↳

X
,

Esempio

f(x , x) =Mx + log(u - xi)
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A = [[12] : + - +20
,

n - xi 03 = [[12]: , vica]
#

-2XZ

a +2 2

- X2 = X1

-

·-

A A non è chiuso
,

non e limitato
, convesso

-

-

=

- 2 2
*

X
,

f:
A = /R -> IR

yn

~

2x

Gry =

{kifixeAZER

f
: A = IR" --IR

Gry =

[f() :
- A CIR3 CIR

+

E(Rm +1

n
X 3

--------

--
....

---

-..

.....

·
X

,

X24
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Def

8: A <IR
*

-> IR. Un punto 1
%

EA

e punto di massimo (minimo) globale/assoluto per f , quando

f(x) f(x) ,
VA

Esempio

-f(x , x2) = x z - x

Co
,
a) è punto di min o max assoluto ?

f(2 : 1)
= 3

f(o,
d = (0

; a non è punto di max assoluto

f(1j2) = - 3 f(0 : 0) = lo ,a) non è punto di mini assoluto

↳ef : 8 : A IR" ->IR

1 EA è punto di max (amin) locale/relativo per f quando FU /19 tale che

f(x) f(x),v -U(b)1A

FUNZIONI Convesse e Concave

Def
.

A CIR è convesso quando

VI,2 A risulta

t (1 + (1 - t(X
- CA

,

ft + [0 ,
1]

A CIR
gli unici insieme convessi di IR sono gli intervalli
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f
: A =IR - IR

A convesso (= > intervallo

N

ha la pancia

i
verso sotto

Vx - [x
,
x] , f(x) = m(x)

x = t x
,

+ (z - t)x
,
t - [0 ;

2]
. B.

m(x) = A f(x) + (1 -

t)f(x)

Vte [0
, 1]

, f(tx,
+ (1 - t) +) = Af(x) + (1 -t)f(x)

Def . f. Ta
,
b] -> IR é convessa quando

* X
,
xt [a

,
b]

,
X t-20

,
1) risulta f(tx ,

+ (1 - ( xz) =

Af(x)+ (1 - t)f(xz)

Anche se una funzione ha dei segmenti può essere concaval convesse

La retta è una funzione sia concava che convessa

Street concave/convesse = senza = (solo +-

D . f
: A CIR -> IR

,
A convesso e convessa (concava) quando

V ↓', EA , + 20
,
1] risulta

f(tk' + (1 -t) =2) +
f(xz)

+ (1-t(f(z))
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Teorema di Feudel (H)

Sia
f

:AER-> IR una funzione convessa (concava). Se 1° A è punto di minimo (massimo locale perf,
allora è anche punto di min (max globale perf.

Funzioni Quasi-convesse e Quasi-concave

f : A = IR" -> IR

↳K= {tA :

flk} Insieme di sopralile la

bk = [zeA : f(x) = k] Insieme di sottolivello

Esempio n
LK

Ik

:

Esempio

U (pane , acqual

(0 : 1) ; (110)

Ulo ; 1) zU(1 + d

t(0
,

1) + (1 - t)(1 i0)
,
telo ; 1

t =

ti (tit)

t(0,
) + (1 -t)(1 :d) = (1 - t

,
t)
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Lk :[(pia) : Ulpia) =3

(1 j 0)tLk

(0
; 1) Elk

pert e To ; 1]

t(0
,

1) + (1 -E)(1
, deLk

Lk è convesso

Teorema

f : AIR"-> IR
,

A convesso

Se
f

è convessa gli insiemi

Ik sono convessi VKEIR

Se
f

è concava gli insiemi Lk sono convessi VXzIR

fonlvessi

f
convessi
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24-09-2024

Def . f
: A CIRE IR

,
A convesso,

,
si dice convessa (concava) quando

VX1,A
,

Vte[0
,
1] risultar

( =)

f(ty1 + (1 -t)() =

Af(zz)+ (2 -

t)f(x)

TeorEMA Di FEUCHEL

Se
fiaIR

- IR A convesso, è convessa (concava), allora se
P EA è punto di min(maxl locale

,I

è anche punto di min (max) globale.

Dimostrazioni X le convesse (sul libro stanno le concave)

Hp f convessa
, IPEA è punto di min locale .

Peri assurdo, supponiamo che Io non sia punto di minimo globale

Siccome
1

o
è punto di min .

Locale
, JUg() tale de f(x)

=

f(x) YxeU
,

( *9) A.

Se 10 non è punto di min globale FEEA tale che f(E)
< f(x)

IR2
N

· Questo è il

DOMINIO
↳to + (1 -t) x1

La quota non si

:vede pk è su

Considera
assez Dun asse O

-

f(txo+ (r -t(x) tf(xx+
(1 -t)f(x)p ,

ft - 50
i 2]

fonvessa < (1 -t)g(x)

( f(tx0+ (1 -t)xt)(1 -t)f(x)

+ge
c= f(tz + (1 -t))) < + f(x)

+ (1-

+(f(f(x)
T
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Quindi
,
Ute [0

:
1] si ha :

f(tx + (2-t)12) <

f(10) Vanno contradaire l'ipotesi in cui X
°

è un punto di min

locale

In una funzione convessa un punto locale non

In particolare, si ha :

11(x0 + (1 -+yx4)-01 = (((z-t)(x)- 191) = (1t)() -10)

↓

omogeneità
1-tz0 => può uscire dalla

norma

(1 -t)(lk - 10 - 3

per
1-tc

1

2

↓

i punti sono dentro l'intorno Uz(1% Quindi anche 11 appartiene all'intervallo Up(19
dei punti minimi locali

.S

Per
+1-

risulta e

txo+ (1 -t(xtUg(z)

ef(t zo + (1 -t)xx)- f(xy

bassurdo
prun considera 19 punto di min locale

Ne
consegue necessariamente che 1

°

e U19 è punto di minimo globale
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f
: A[IR2 -R

(k = (1 + A : f(x) =k}

(k = [1tA : f(z) = k3

TEOREMA
(concaval (2k)

Se f : ACIR"R
,

A convesso, è convessa
,

allora gli insiemi Ik sono convessi VKEIR

Dim (per le convesse

Hp f convessa

Devo dimostrare che se #2, lx allora Fte[0
: 1] siha t +-telk.

* - lx() f(i) = k

↓ epE f(E) = k

V + + Co
+
1] siba f(t11+ (1-+(2) = Af(x) + (-

t)f(z)pKf con

#+ k-* = K

Ossia A11 + 11-t2tlk

fronlyconvessi f
con LK convessi

-

fkconcave
f

convessa

Esempio
:

A

f(x) = x lk = c-0
,
3)

%
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↓
perché sono quasi-affini, vedi lezione con Andreano

B.

Se f : [a
:b] DIR è monotona

,
allora Ik e LK sono convessi

f
con la convessi

I monotonie

Esempio :

M

-K

f(x)
=n

X
- k2k2

ex = [ -k2
; k2] convesso

Funzioni Quasi-convesse e quasi-concave (B .

De Finettiz1930)

LJef f : A <IR" -> IR
,

A convesso

i)
f è quasi-convessa quando ft [0

.
1] e F1, A risulta

f(t(*
+ (1-t) (2) = max(f(x) : 8143

ii) quasi-concava : f(th+ (1-t)(2) = min [f15, flat]

n

f(+ (2 + (1 - t) =2) =
max (f(x1) : 8(x+3 = f(14

f(x)

f(x)) exf(x)=n

11
↳
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M

->
> di f(x))

f(z) ↳NONEConvessa
↓

f(t) concava credo intendess

g

11 I

f(t((2
+(xz) = f(z4

Teorema
Cavasi-concaval (Lk)

f
: ACIR"-> IR, A convesso è quasi-convessa se e solo se VKEIR Ik è convesso.

Teorema(H)

Se f
: A IR -IR è convessa ,

allora è anche quasi-convessa.

Dim fconvessaIk convesso FKEIR = & quasi-convessa

fquasi-convessa

fronvessa

Le proprietà di convessità e concavità si mantiene attraverso la composizione con

determinate classi di funzione

TEOREMA

Siano f : A CIR SIR e g
: ASIRRIR tali da poter considerare la funzione composta g(f).

Loncava) (concaval (concaval
i) Seg è crescente e convessa e S è convessa , allora g(f) è convessa-

(concava) (concaval
ii) Se
fe quasi convessa e

g
e crescente

,
allora

g(f) è quasi convessa
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Fare l'esempio in cui due funzioni convesse se composte non è convessa

Esempioe=* convessa

g(x)
= et convessa (ma decrescente

-x2

N g(f(x)) = e

i

&

↑

e-X

-
Non e convessa
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