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Questa dispensa e scritta da studenti senza
dlcuna intenzione di sostituire i materiali
universitari.

Essa costituisce uno strumento utile allo
studio della materia, ma non garantisce una
preparazione altrettanto esaustiva e
completa al fine del superamento dellesame
quanto il materiale consigliato dall'universita.

Il contenuto potrebbe contenere errori e non e
stato in alcun modo rivisto né approvato dai
docenti. Si consiglia di ufilizzarlo come
supporto integrativo, da affiancare in ogni
modo dlle fonti e materiali ufficiali indicate nei

programmi d’esame.
B




Appunti Mate 1 - Secondo parziale

Seguono gli appunti presi in classe di Mate 1 - secondo parziale, riguardanti questi
macroargomenti:

e Calcolo differenziabile con una variabile;

e Calcolo differenziabile con n variabili;

e Spazi vettoriali € Matrici;

e Funzioni e Sistemi lineari.

In grigio: esercizi, esempi, chiarimenti passaggi.
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ponto ol massimo assolute per g Ao [o.; bl

Brrs o 8()(4\ e H=%(x,\. S w=H, ollor 2 € wrtante a0 L[a,bl, ossia
{(x)a»\-\*, Nxe E-l\;.\ e quindi %lﬁx)an‘ ¥ x e(a,b).

Se w<H, almeno omo o xie ¥ & wiewe od (ab), gec fo. condliziona %(a):g(\n). S ad esempio xe € inteo ad Lokl per &
Jeorema. ok Fecwol a fo Rixd=c e quindi Cox. Ana&»zemente‘ re %, & iderno ad La;b) & ke f'(xa)=o

s Lol

CN. .
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Siox g:[a.\:]»\ﬂ cortinua a0 Labl o olervabile se (ajb). Qlora esiske wn qmto  celagb) Aole che {'cas G

b-a

D Conidesiamo | Lo J&m'me amsihiasio %(x)= %(x)— (% (o) + g&,&-g(«) (x-o))
b-a

Osserviowo  che 3(;0 € fu odifferemon A f(0 e Lo weiie de passo gere i gwots i coordinate (o §la)), (b-,gc»).

Lo Sntione. g € continen 30 Labl, doswable a () e indhe galog@io. (S sottinice:
4 wna eb)
for & teovema o Roe ] c elojb) tole e q=o.

S\' ha
40§90 - g

e Tnhd.«
iﬁk &(b%g(ob
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(A3AN1E638)  wn Adcesne

BMTO ANeoLoso € Coseoe
b_g&, Sa JARSR e sia Xo€A puto idterno

L4 56 % € coitivuo. in X, e Se fim g(xa*ﬂ.)—aéxe) e Lim g(yc-sB\)-g(xo) 3
£

-»o" A oo

enframbi ma somo  dliversi kea oo ¢ almevo wno dei due € R omaaenn.

° Se 86 w@ytinue in X, e fiM E(Xo«\n)—%(k) - 320 e Lin 2(!.,'“)‘8(!9):-&& vicevecsa | Xo € wd cupide.
I

Sasot o hoo

NS Se fh=x-xo =>g'(x,)=£m 46 - goa

X>xe X —Xo

EOR&M D\ ©E LnoRitAL

S\'am %,%; TR =R, T interallo, dervabili in I m%‘m #0 in LT |
Sefon $1a fin_ge,cpome.fi fe0m i 4fde s, o o T

e se Yom 200 -LeR, allorn Lim 0o =L.

x—>xe gty x=re "G

Lo SXesso walds re X2+® o x —> ~eo

0o

*x=>Xo x¥o o (D
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»
0
0,

glco»_g;(a 23U | xio & owbn ovqpese

x X
xe"- €41 | x>0
X'M-_ {—’_—xl
4

x <O

Tlo 210 osso d\tanto come g o2

t
g*(o) = Lim . xe* -4 X fien L e xe&+€
¥=dot ———— * >0 P

S‘_[o):fi:;» 8‘(0—.&” FON

L
z X0~

S pere & & godtava  in X=o.

N S € wontinea X uo Roce Lm0 e L 9GO sedere 30 Qo Pondione & desuapile. Ve sa nwdo cost ono dei dwe
Xo¥s pec

x—oxo"

Limiti com esake, Lo deswdon potrebe anche esiskere | ger mom Soogliore dew fare A\ limite  ddl rapeorts icrementale

Esevna’o

(2) g(ﬂ;it:'“ x2d 8£")’ :_y ii

xcd

S 84\\-(0):&-& §iea =2 Seacaroy

%:(o'): Lim B‘L\(\——z l->\=ercw’: o € Caifinse. | An xz4
x54" Ssaves

O&u%o 0 Lo Nseostn guska se ggc:a-o A8 Qim e cagerte ncremedtble
g*(b : ,g::;‘ g(xi-'g(n = Lo, PHE z’(:.) b

' N 1 O - 2la - XX X = ' =
g (2= Lo gmﬁgu L3 o e & detivotal sc 2 AR |

ESE)MPio g,vn;{owc Anvecsa (k\‘?(m Aomainda o ceocatke)
A\

gin«f_\—t\bi\e e desabile g Xoz=4

I
5

Se g(;):% e g‘(n:i, =7 (g")‘(a)-—
2 ()
~ o
E}\-\%\or\\ ™ CGasse C e C
Def S FASRR  deciiable m whie con denats moctima cofm, ¥x €D A, oo 8 (o

Se 3 frow decole di oge ordive Mx€DLA, pe aaN ¢S
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ESeR'\o
USévm‘o pUa el;ggeve.vﬂ;\a\e i gm: € pec oxgessiwace il valoce et
— g ol;gg_gcenixado\\e. W Xo se

(= (X,\ + dg(&)(x—x.) ar o()(—y..,) T x >Xo
g g 8'0‘03

. Sr.m\am La d.;g_emwa‘ds\\'&-: & g(x):e" - Xe =0
&K'— S (x—)tolx-0) Se x-0
=V e”'A 4o, d=4 4
E.S@ME'O

Teova 1 valove Celojm) e ol 8,(0:—73 sedo\.;gg Lo tesi I tewema S Lagrange
g&\_ (3)- (o)

/gi(x)=3x"
=2 gc*=21-0 _a_» c=V3 &(0;3)
3

E&ME'\Q
Tw*lu\ o,be R =S 83:\-:[@39\ ne \_g%vewie an el

,g(x\ i:’a Xzp
x <o

. Caq\-'w.»'\’c-r in X=o -

i

e 4\ xco
ﬂm (Lb"'-» \3 22

X—>o~

&.";'* (l”“\:q:g@g «=2 => @fxﬁ 2::1 e

‘Dema,\:‘\\ibo: w Yo=o
% W = { X o
,g* ()= eim 2=2

g ()= Q.wx Be

x>0~

;b,l ,x,.— decvabie i, {-‘; 0

S‘T’\)ﬁ\o AN E)Me\ov&e

g(ﬂ: x Rax

4. O: (0,’ +00)
2. AS\nvom

" R - xfux= 0(-o0)= TT
X —>0'

L fnx ¥ = =_L.Ax1'=-x zo N0  As. \ledticale
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" L XQx= 400 => } As. Orizronkale

X 2+

. Honovorma

£\CK\ EXY

g‘(ﬂ:ﬂ,\x *x. )= Rax 41
ﬁ’“)‘ +|\;°

X2 e”

X “i powto ok wiviimo locadle
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CONSE.&\)ENE TEOREMA LAGRANGE

TEORENA 2.

Se_ »g; [aibl—ﬂ‘l Sonisga Re Yo oe! teoremen ok La%rsnie, Lo Se?)en‘\:i affecmazions seowo eqdwa\..nﬁ;
A.) 3()():; Vxécq.lb],.

2 Jweo Vxelab)

Vole ancve Dlinverse 452

/“Eow.eHA 3.

S& %lo&:[a-‘\:l =R rome e wnzioni  che .sodol\.sgamo ﬂ. “P def teocemon Sl Lv.%ren%e, A\bm Lo

rs%u-vﬁ ugemuaoni Aomo  equivaledt:
) 8[x)=%(x)fk Vxela;b]
(%m-%cx):K, Vrelapl)
2) J 0=l el

Nsle owmebe Lingerso dems2

Derware Soccesone
gi (ﬁ.‘b) —IR

@)
g“m
y“fm

o
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Q.
!

prendendo € cometlo  oki i Gile i valos della reli approssimano 4 valori  della funzione ma i wlori deller funzione porsono essese

Opprossimals dat pdinomi  ondhe ok quslo 74,

/r‘f‘.oaem‘ (Foemote i T:sy\ov con | weste secondo Feawe)

Sio P (a)—R, desvabile m ute in o€ lo o)
More.

R e A L A O A

Resto oli Peano

polinomio oli Taylor

Formoba i Toylos

Si chigma polinomio A Toyler ohi gredo m:Tul), \ pelinowio escluso R'o
Lo %pmo\o‘ di Taylor comprende avethe 2'0(x-xo)”

Quando X o prende il nome ok &r&n\l\a ‘& Helawen,

N® S Sowwmo imgjv{\h Termini (= sexie):

+ S
ez % X aotza
s S

e sviene oot esodfamerte il valore vers della gmm

NB Y wlinomio  di Taylor approssima wsr bene  Qa Guniene corche:

3&) =T ()= &(x.). 8'()«,)[1-:(.) + x‘(x.) (x-x,)l-v 2‘“ xe‘)L)(—){e)s_‘_ &m(re)tx—x.)m
& MED ot
%(x)-_ g(,@

)= P'Ceod+ 4 (xo) 2 (x-xo) " (v0) 3 (remso)® + 27 (x0) onli—xd
3007 §oor il 4l Lo

!

3 0)= §'0w); 200 . §e= £ 7000
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ln Parﬁtoeare. por  x=>Xo

4) &m, K()g,) + &‘(yo)(x-x.) 4+ (x-%) /gmob di Toylor awestatm. ol 4° orolive

reh’en%uﬁt Xxo
2) g(x)—_ {(xo) + g‘txo)-(x-x.h $0) (x-xo)+ @(x-xo) gome— arcestote. o 2° ordive
2

fpoaoRon
%\v&ie o conceto ol d.\%evenzw\\h:‘ e g & dlecvoblle i on ponbe, si € ptato skabiive che wa g,wnzmo. Do Localmente, in
Aale punto, ' approssimatione CGmeae.
X(x): g(yoh 8'(x.,)(x-xe) 4+ F(x-x) XPXo
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Ng T:m/\ov %ont\onq Sewmpre

Teorena
Sea P (e =R i Poaione dervoble o votte i 5o € (o)
Se g‘b@ho, Lo moLirs. dix, dipewde dol Seqwe olelo prima desivedm gcm(&) che mom i oundle.  in %o. |n pacticeore:
D) S we por, oo se &w(_x,)xs,x. € ponto di min Locale
se g(") () co, X, € pomto o max focale

2-3 & m € dispari, allora X, mom € poto cli massimo o minimo Qocale

CON\IESS\TR, ConNCANWTAR B Deanveca Scconoa

% wwiesso. e derivabile

w:§ G

Xy >xy

X = = = =
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Teorera
Sial %; (a; >R, desivabde so (asp). Le requents q%e\—maa'\gnk Momo @quisa\edt :
1) % € comesss so Ca;b)
2) %‘(-:) € ceescanite so (ab)
Se §:(aiR € doe whte deciasie (24" 5o (D), allora &) e2) somo emiitien o

3) %" (<) 20, ¥xe(oyb)

Ana\o%o ma al whilrardie vale per le concave

N Se 8"6«)70 ¥xe (a;b), allora § € strethamente  comessa, ma mom vicaversa .

Teoreua
S %z(q-,b\—:»\& € decvolle 0 (aB), allora Lo sequedti infocmasioni Aowe equivaledti:
e g € comessa s0 (o b)

2) 8()«) z %(Ke) Ir%‘(x‘b (%) Vx xe € Coib)
A\ ontronio gec le So\nt'\m'\ Concone

[_e %\:Mylow'\ i otliler sono concove, quelle di cosko cowvesse
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COROL\_ PR\O

Se §laD) >R € o e

A

A\

D\mobmekov‘e

Xo:%' [T
d

1\=>%Cx\ag(xo) Nx € (a;b)

Xo ponto di wminimo assolse

Alessia Brongo
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TEOREMA (tomegento i Lagangs2) 4
Se g [a;b] cortinvm » Cojbl, dervabile Ao (o;b). Qlom f'a0 Vx €(oib) so e @0 s« AKeR Aale che
/S(.x)=|<, ¥ xeLabl
ol re ¢ e me f & e ro (ojb).
DM O Saﬂ:ism gt e Lo decvata ok wwa ,g,mzime witoute & La fowioe molla.
- R £ keema del valor meolo  oppliate ofitervalle Ca;d 3w pute Cela tale che g‘(c)- 8"’),'.%‘) o,
osa )= §(0). Siccame x ¢ atbitawie in Lab] 5 oiene §(D=§@) Vi Laiil.

Qb

TEOREMA ((omegarin o Lagorgs -3)- 1

Siave .9 Laipd =R cortinse s [abd o denvabii s Laibl. Allora
JO-q00, veclap) e e o o 3K eR tole ehe §00= 0K, Vx € Lapd.
m.ﬁe xm- §+K, allora  owismerte §'0= o).
- So Ilabl=R fa foweione ausibiorin ()= P00 -q().
G dar
b= 6 -, Vx € lob).

Pe(tmh, pec @ feorewo qrewdedte, b € costadte s Labl
Doivdi IKER fnle che

Am-.&c,)-%uﬁk , VxeLa;bl
ossio

%(I)= %(x)dKl ¥x ¢ La;bl

Teorenn

Sio. 8z(nih)—-lﬂ derivabile con a,b ¢ Se %llx)m Vee(ab), allova 4 € nirdfamente  cxesceate  sv (aib)
Din S %'(x)m ¥ee(ab) 2 X,x € (a;b), con wiexa.
Rr il Teovewms del yalor medio, esiste cel x4, x,] fale che

%‘cg) S (CARY [a)

Xy -¥4

S‘\u.eme %‘(n 5o Ne e Xoxo>e, A okiene «g(x*b%[xﬂ

CN.D.
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49-41-2024 y 2

i
f & g'(x) e continuon

TFAwC

CONTROTR pNFo@HME €  (oNDVZIONE DI [ \PSCRITZ

l)_eg_ g: AciR—=R e coitinvoe i Xo € ADA' quanoko 3 2w %Cx)= 8()«,\.

X —2Xo

a)

Se, gefcon‘hqu ) o%\ni ?vato Xo €A | alloval g si dlice confimuar s0 A

j_\ &> \d €70 3870 ‘ta.\e che g(X)e(g(\‘o)‘E—,g(Ko)“’E—), Vx € (x°'8|x° + 8>
N

g(k,) +€
&( k)

%()(AA -4

(y,,\«f.
%(Xo) B
s()(o)‘i 7
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b

De (Covf\"\vwitd i rne )
_g_ %f 35>o tale che

g: AclR=1R & vuni oememente Continva.  Su A se ¥ E£zo

oyle 8= | plo-gipl < €,

X,

yéA

N.B Se Y = Xo. \1[‘&70‘ 3§7o tale dhe Ix-xol 2§ ’>\8(X3'g(”°3\‘£| Uxixe e .

® Se 8 € owfomemedte continom 20 A allowa § € witiosa so N

055 s in pacole Sewmplici waat %mn’oae uniformemente coutinva
€ e %naoue Goutinver  per O quale o qucole varazion delle
voeriabi\e x miseowdm Piccofs vosiazioni dele immtr‘m', e

s Kwn‘one L wi -aragiw von si diwmRuna & wou oscillo

Liceromente .

EORE“A ( d\ \’\e\f(ﬁ Gt Ctlu‘ba(\
.Se, AR & wmptke, oot Le due &e%ue,m'ﬁ o%%ema%\‘om\ Sono e vkt

5—\ € covtinear so A,
2) ge‘ ovxigome.mev-‘ce so AL

Des (Comdi zieme  di Lip scika)
g;AQ\R—-?\R soddisRen Lo condiziove M Lipacwire (o € Lipscitriana ) so A quande 350 kale e

‘ é)(x.)-/g(xa\ 3 Xa”‘»\‘ ke, xa €N

beg-. Lo v poole  Gostante K>o ger cui wale ISM gl = K- le-yl € dletm

COSTANTE ©I  LIPSCHITZ,

) &
N.8 |§(Xt)‘g(kz)l 2 Kl VXA.\xzeA
\XL-XL\
O TR IR B RO ) N
A A
O 7
iformemente =>{ continvar in T
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kel 'ﬁ,

Se g: [o.-‘b‘l —\& € o ch.S& CA- S0 [o.-lbllaQQora .Soo\o\usgx eo conolizione oli Ligschita

CALCQLO b\?@z@e\\\%\b«ﬁ PER. TFONZON\ TS\ o NARNSDAL

@) =R | xo £ (aib)

\(Xo)= Liwm 5("‘7‘""\- g()‘o) { —, ——:} -

h o A o Xo b | || L l__L
N --""" Tl
A C\R2 SR A m?ew.to (XO.YO\ e N /,/ A \\\
’ Whp-=-=-=----= - \
é’(x Y, &%= 8()‘0*'0 Yoo = g()‘NY) / L : R
(xoth; ,) (xo: y, / ! .
oy 2 B fle) - o) A —— deme ;
\ ! ! ]
Ag - g( XO; Yéh) - %(YO} yo) \\\\ xlo ):c*h // I ’

‘_2_ (yo Vo) et S lo-r
¢>o §

A SlRm—>lR )}°€A i 5"’-.()(: . x‘°‘.... x...°) o vanabili — an glecuate
Pacziali
8 Ccieey xd = 0

lnocevnenbo o votielole Ki iz 4. e
A o o
)_(_oﬂ"e‘& =()(ijl;...; X:)fh [o;...,‘O;L;O;.A.;o)

\l

° (]
(X& R LA TIE ey

AS: 8,(a°+\n’ef) -g(;°)
Lim ig_ - lim M o f'm ();")‘59_ il limite gg;n'\bo.

hso g h->o h
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154

e &-As\&m—»\@. & oleriavile in x°eA quamlo in x° esiglono Tthe \e olerivate parziali.

N. 8. Perg:AglRm-a\R derivabilitel  #>  coutinviter.

Yol - - . # o cve < damo \e desuske fovaian

px quate o dertvavilie:
cnom omorta low cowtinuite™

v

Xo Xo +h

b\?FE RENZAB\LITAT PER TORZON T\ o VARABIL
g: AS(R—>|P\ e olk(%eremwb\le inxs €A quew:\o 3 o e\K {:a\e e
8(x.+h) g 8(xo)+mv. + olw, pee h—=0
beg g:AE\R - R & digeremaab\\e in X°€A quwdo 3 m = (s om, .. maJER™

tale che
g,( K°"h)=£(z‘) +m-h+ (i) ger h->o
v

|m‘h4 Awohos ot m b,
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- 20l2202n

TM (3= %Cx@\* %‘(Ke\(x—xc;) * 5% (x')‘e)lﬁ' o %("zxe)
. ol
& ¥o = O .

T o= %Ce\*' %'Ce)aﬂ— A R £(«\)(°) 2
2!

ol

(x-xa)™

S'\ nidwmo  polinewio o Mclawrin

8(x\=e"=—>8(e\=1
8(z)= e gd=a

FAOREE ,3“‘"(.,)= A

=2 T;v-(x)= L+X1’5$ + 5:
t \

Fonziont  SeNo € Coseno

%@L o)=0

%'()()chx %'(o)=4- %N(X)= senx g“(o)=o
gl(x)- -Senx g“(o)-o gv(xh Cosx %v(ohi
"(x) = - cosx g"‘(o)hl gd‘(x)—_ - Senx g“(‘?)eo
Tals dokex® o a® xS e RT3 (5
3l s\ *! Gl Keo (aK+a)!
(GRS peo-a
%TK): -Senx g(e)=o 5?/ Wseno € unor gunaiena povet
() = - com g(o)=‘| ¢ polinomio di Helavria Pacy

%‘“Lxhgmx %(o) =o
g'v(x)gw 8(0):4,

e S ricomincio

2 3
T;(x):&- E; +xh _’xf o 2T 2 W
L—1 'wt el CGw) Ko (I
Gomponent(
etios e Sttt mer
LM NoTEUOL (emsintetico )
Polinomio ki Helawin oi grade &

Lim Rnx —x = USSndo R
iR 2] K,

x—x

x—o x m'ﬁ L oad ondidecoss

X3
Lim  Seree - G XTI L fm X o
X->0 &l(l‘?‘) DO < X0 3\

Sostituioumo wno. et del wolinomic ki Ylelgorly
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STUD\D Dy Tonzowe
g(x) =(x%3)er
D-r

Lim (2-3)€ = 100 mom es\stomo oSt orizrovtel e+ 00
X ->+00

Liw (CaD 23 _o y=o osivmte oriovtmle o — o0

X —> -0e
oo

Setro vewa TN

%Cx) 206> (x8)e’ >0  x*3vo x*»3  xo3 Vx>$3
INTERSE2ONE  com Gu AsS

Xe= -3 x:03 y=: (o; -3 y=-3

Deauwara Prma

%'(x) = 2xe"+ (x*-3)e = (x*+ax-3)er

g, () >0 ¢=> (P+ax-3) € >0 o> ¥*+ax -3 50
X2 -3 20

-3
¥a=-2tJava = -2k /
2 z N4

SaNo DERWATA Brina

-3 4
gl(x)’c D> x<-3 Vx >4 //4/’ Y %[

Yo to ot
ORI

'\X« x=-3 gera on poite di mox  LQocale com g(-'ﬂ-—%

’Sn)‘:& on punto i win Qocale com g(t}=-le

g"(x)a (2x+2) e & (x2+2x-3) = (x*+hx-a) &

“ '
g (>0 => x*ux-430 %
2 N o Y
X4ux-420  xq2= chthess . -htl3e | .5 - -
a = _z = -2x§5 J -2-8

Sv. x=-2¢8 % Po dwe povti ok %\esso(\mu « togedte onazontale)

GRAT\CO DN ONA TONZIOWe

U

Derwae Parzias

y
4
; derivablits di fortion i piv vanabili > mollo pis debofe della  dervabiita IR
(xe;¥e) m due
dicezioni
x X &

approssimaxe  con i\ pavo tagedte

Condlizione di  differenziabilons p(-g(x;y) n (xo;Ye):

£l~;y>=g<xe;m o ég_ (rojyod(x-x0) + 3§ (o) (y-yed + (o (x-xo; y-yo )W)
= Sy
g..uz\ohe ok odwe varabils 39
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&2 g(x;y)-g(h;y,) - %("oiﬁ)‘*'w = (:K (x0; Yo) LY=Ya) = 0 (1 (x- x); (y-2V)
Y b

g(x; y) - g(x, o) - ,sf_(xoi yo) (o) - &8 (x0;Y9 (y-yo) Se & dReemaisie
&> Qim ! Sx Sy - o

[ -
V> (oo
(x- Xo) *+ (y -yo)
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Se 8(x)-.£.3(4+x\, V>t La gorwweq i ‘l—ay&m i oxdive ® com centro  im X

€.
o+ = (& 2 (0 ¢ ()
L%(ux 0 = Log (4. 4xe) + m(ﬂ K[im‘ ™
’l&" (m'ﬁdme, ne  Xo=O,
- Ke «
Log(aa)- 2 (-2) + . T ()
DM Bwsto- osservare e :
[ « Ksa
(-t 'y oA . M- A 2ty e A N . SRR (0!
% 4ex | 8 Gea* ! G /8‘\ h* G g(x) | 3

Rutonto

()
%(wa,dn) = poa(a_vx,) - :52‘ o) (-x)< + o)
Kl

2 roshivendo ni dtiene fa %«vnaax ceroten .

CN.D.

AW 0. 3 At <

S o, or oA -
8(::):4.; 8’(x\=8"(x)s e 5‘”{’»{\ =e*

e quindi g'(::): "(o) = .. = gl") (OFES
Retanto

x -
e: dex+ o x> 44X « o™

S ha gCo)=o e

] u " " v
8‘*‘“”*; 8 () = - hewx ; gm= ~cosx; gm=mx; ,gm= Conx ...

Ossie

m o awed 2+
mx——x—éxio ;:xst.nr Cay X + oo (X)) -

(zem+ )
g K
= £ (-4) o ().
0 T lakan)!
. T 0 [P - 0.
© ot

SZ Rnee %(o)=s. e}

%‘u\- -0 %“(ﬂ =-cosx; %m(x) = penx; %N(x): wsx ; %'M =-%en X ...
Ossian

= _a 2 L
Goox = 44k x

e " T e (M) =
(e

=~

= L e e
Ko @
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misson

GRAD\E Nve

M. 5:Aslﬂm~lk con A opecte, € differentiabile inx°€ A quavde 3 o €R7 (= Comy o, .., o)) Acde chre :

/g(f-&h\: 8(5')* m-boro(Uh) per h—o

Ne b (b, by, bd
@

Se powiamo x 2 x"+h; hrx-x® — f0x)- g(a’) * am (e-¥7) + 0 (1x-x%) pec x =2 (se =0 2 x5x

Teorewa

Saa g;Asla"‘-olR con A agerte e x°ecA. Se & € differenziavite i x° allra £ & olerivabile in x° esi ha o= 8‘&(5‘),\“,4,3,,_,.,.,

TEoRewn:

Se. g:hs\fa\ﬁ on A ogperte € eliaenn;a\i\e an xeA,  oora g & corfinua n x°

%:A SRR con x“eh; l(g Ix¢(§°), {'x‘ (5‘), ads 5‘x,_(5'))lelk"'

L’ GRADENTE By £ in X° (Vg (x°))

ch{w\z\one oli ponite stozionario @ citico

sia %AS\K‘" ——'lR, o poate Xo €A € dethe slozionaric @ ikico  ger s se: ngio)m’

Alloco. scxivo @ <=> g(z)- g(:')+ U §Go) (x-x2) + o(ug-x1)  ger x—x°

EOREHA Dl feavar o variABwL
%:Aﬁ\l{»\ﬂ con A apecto.

Se X°€A € ponte oli mim o max foale o e aWova Vg(!‘_")-g

NoN VALE SeWeRe 1L VICEVERSA
§ (0= Y20 §(0;0)
) 5(.,-,): ¥y'<o g o)

G
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TleoRern (Formed -0

Sig %Aé\&m —IR de%..v(\’cs. M am wsewe  ASR e ae CEA. Suwgd\amo che % raon decwoli€  im x° € wt ¢ (ossie im x° esistovo futke Lo

decivate  parziak). S x° € wm qwio di minmo o wasswo fecale gew & s aoto  VE()-o.

DM La e%dk\.'\mmo W wso dm Gh x° € on poito di miwwmo femle. lo  dimoskarione  mel coro deR masswo Qocals & amaloqo.

miniwo  focale  per % s oc,
}uw) Aale che

%(5‘)58(&1, ¥x e C N (x0).

Berko x=x+bh. Per hteo com W sofaetemente  picola  a Ba 200k € C,  necome x° & idevo @
,g(g')é flxoapd.

Rv\'\a\vao ora h=ke doe e & L Rkmo vethore gwdavm\& & R, ger
S fa

I = a0t = ()
Pe“.\'an\'o‘ per 1%\ %\mw\'eweﬁe ko i S

Wik € C e R e QUMAE),

Risera pexclanto.

Rxm+ g(:\ﬂ Aet) - 30 Lo e i g(x% ket - 8(:") zo
) £

% Ao

Slu,ome %e: dlerivabile im x° deve wisolkare

£ =) = i Rleocted - fO
A

Ao

Sicc.ovne i ¢ oxbitorwio  um L[4 W]l wse@ae

vgw) -o.

Alessia Brongo

Siccome x

°

5

qovte

i
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SFGL 2z
vellorva e

Meabreces
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A LeeEpea  Lwesce

CJ Sonua X+Y
IR —x-¢ PAYY
TP x=lupay e Xe) | paonoro per U woveRD  dx

Adesso comsideso X secdko in vedteole — 5.[5"]

COM&NAz\om Lineary
x4 kA ;K eR” e Ce,Ca, ..., CpeR

Coxt « Cixta v Cux¥ = comeivaBoNe Lincnes

\}‘E’WCR\ LINEARMENTE  INDWPENDENTL B miwwenoent  (Li eLa)

Def. x'x .., x e & dicomo Q.o quande mmo ok €59 S pus esew

ni dicono  LQineacmente 'dkpendent.

Ng [7] om siesprime ceme  .@. degl alliii Ma ne BASTA LNO Souo

b& vivelewte . X! k!
AP

xX eI rome 2.dl. quonde

) poo avere Cox'Cax®+. v Cx¥zo  con almewo ow weficiente C zo
Se ineca 4) vale solo com (=0, Wi, a velhori sowo L.i.
Se Cito— iz -Gyt bk 4
< =y Ca

L> S ESPRINE COME COMBINAZ\ONE UNEARE BREGL ALTRI

Alessia Brongo

Lveaxt

Jei fimowmenti, im coase covtrowie (messumo ki essi) | veloc
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C£¢+Cac~ 4 Cme€ 20

SRl e [} e o

NB 1) Se kra ivelfori dati, wmo € wike,allora i vethers none 2.6k
2) Se due Aco i vethori daki aouo proporzionali, allora i vetkor assequatti e £.dl.
3) S o tra 4 vehori oot € sowmwar ol oQxci, olflore | vt Sone R.dl.
W Se x'x2.. x* somo R.d alore shx2 ., x% £ sone 2.d.

5) & xl—. ,! Aoro R i, ellora 5‘.5‘,»-4,5“'Mn.1.

GENEKATOR\ e Brs &r I

e qeverowe \?\M\oomalo ogni vethore ok R” & uo" esprimere come Loco c. 2.

¥

N.B et el qenesano R™

z
[]
&
S
\x"

b_e_;g_ Base pec IR”

S& dice che x* x?, o €I Sowo ama bose g [y quawole:
<) qenerawo R

2) Aovwe L.

l

Teorenn |
1) Ogyi base. o R” € costtuito. dau o vethori.

2) & il owmimo moweso ki welfori che possomo Gowkituive ' insieme ok gereartori per R™
3) Ogui insieme di o vethori @ . comtituizca vnan base pec R™

W o € A massime mowero o velfort estra(bili sl @ due. gossono essere 2.4 BE

Alessia Brongo

[3 - - _ .
x elR qenerawo I, aMore, se 5% € <. ok x4 %8 ., x*, i veori gt i K5 X" qererare awore R”,

N8 i vetkort %gdameu\’o\i el .. e” eR” qeneraho IR” e sono Q.i. =>BAwm ¢ s dice BASE CANomcA.
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e

Somoserz: lemorian w &

~

l?\n; 5_,14“{" x+y el

gx €R”
Dq.g Un sctoinsieme  mom wete sSSIK” € un ol

Spacti g & R™ quamd \#5;155¢qu\€ si bo
i) x+y €S

ii) §x €S

N8 Re Lo GO, se Seil € umo soffospario  vettowisle, affowe o€ S

TEOREHA (w)

Si S wn sfospario mom wote ok K" Lo oe offermation Sequert somo equivalent::
4) S € wo spozio velleriale di R”

) qerpy €S, Vx,yeS; Va, BelR

TI:ZOREHA
Se \S-(‘ Sa' e S rone scifosperi vettociali di IX7; allora S- SiNSin...nAS¢ & w stosparie velboriaQ i R

Diwoste 2zione:

Sicsoms $4;82;..; Sy sone acltespasi vethoriali dhi lF‘"i
€ S, 2€5,;..; 2€S,

allora o€ S S € now vuoto

Lo @ (Teommu prececlevite)
x;yeS; 4feR

xeSe xe $,08, N ..0S, =xe S imq,..

i K

yeSe=>ye SnS, a.naS = yeS; iz=4,.,;K

i

Siccome S & m soffespazio velforiale per 20 @D si So

dx + By €S;, iz=4;.;K (se & veso sho oncne nell' inftessezione)

allora q;«-ﬁx 3 S‘_n S, N...NSk

cio” wR dive che S € un sothospazio velorisle ok IRC

N8 in IR si dimoskoo che i sohasgaai vettoriali ol IR some:
IR

2) S=§,"1$

3) 3“ mici ot sobospari o (R? soo B welhe  chhe possano per L'origine
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3
N8 in R A dimosta che i sofospars vethorali ol RE sove.

\

L)\P\a N
2) $= { 9.; N
3) (68; wnici albrl sotkoscast di R some 0o reffe e i pioni  che  possame per R'origive

So’(koga\ qgaem.t da on wseme di velteri

K o
R eV c.e o
etkoti

{'_‘= Cxta G s Cex® GGG, i Cre e\?\gz S = Sean {3‘;&‘;...igxg

,(4,. x2.

22

S- sofospario qereroko da x'; x%i.. x*

NS @ x;!es,- Xz CaxXta C,_g(_"m..a Ce '

xay = (Grg)xts (Cav80x% 4 (Cee8, ) x" € §

awora  wno combinadione Lineare di etkori agpartenedte awcoro a §

@ Ix €S K=Cx* x4 Cex®
Jx= dCxtaqe, +.49Cex® €8

ansre one combinazione Queace apportiene ewera o §

Quinei § & wno Spario velfonale o R”

Alessia Brongo
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Blaa‘\ pec va sotkoseario

Q& 5';53;.“;5“5@'”‘0 e bose wo spario velhorale S SIE quads:
i) gerera S Cossion S=San § x5 x2;...; x%3)

ik) aomo Qinearmedte inolipewdlewt:

. x%%  insiome delle c.@

Ne Sean§x'x%.;
=Soam iyt 65 1573

re x*" & combinatione Liueare o x' x*.x

K

Teorewa

59 on  sofospario vethoriale  di IR” amwelke woo base  costtuis de K veltori, ognt olira bose € costitoite da K vettori .

bcs &’z nuomero dei velosi che cosfifviscone una base pex un sottbseazic  sichiama  dlimensione i S.

Teorert~

Dimosteszione
N 5?5“{51;!1; - ;‘S € oo spdre vetkorale ok R™
S ba {!‘; P 5‘} € Spam [ x'

Ai) Ree wostcoce che  Spaw {!'; ., 2K €l piv pacle spario velforiala contenenbe !

i

2

- 5"& perche Spam frt o Y ettt Gex® i s ceeRY

i

i; 2K hiamiame VU quests spazie velforisle
ovvipmevte | £ Spaw iz';g‘;..,;&gf - ricocda A
Mostco che Span s’ EAFSLY S

Gnsidesiamo x € Span §x x? . £*¢

!‘igaé\l allora c,xt+ cuxteV

x% eV alloca  Cix's xticPeV

S wipeto i{ grocesso

K
Gx'voxt v+ 2P cex €N
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x x2; x%3

Dimostoake che Sanfx!; x2;..; x4 &V e quinci V=Spew f x4,

Teorera
S«aho X' xR
Le sequentl affecmoriont s equivaledt .
) X% o x* Sowo o bnse gec R

2) Ogni velfore i &” ai Scnve in o € un selo mmeelo come combwamime Rineare o kY% .., x*

bimoskra%‘\oue
4){»;\ lpotesi : x%x2 ... x% base por R (quineki £.2)  allorar ogni vetore x€R” Al Acxve come

X =cd e, 2 arcex®

Per ossurclo,  Sipowiame che Ato. anche
¥= clxts lute sk
@ =fle-e) sts lam ettt Cogm) %]

Aiccome X3, xK rowe Qi st Ba - gz g 2C=¢ =20

_4.331.#. lpotesi: ogni vellee  x€ R” Al necive in o ed um ARe mecle come
oviamente X1 ¥ x" qenenave K
2zgxt+caxte 1 X %

* e vu\g,«o.*‘o. poc C42Ca= - 2Cpz0

come combinezione Qineare di Eli!:'i"-

S\‘me queste € L'unico wmoolo per scrivere 2

Alessia Brongo

combinmzione Lineare oli FATE

; x ni oledwce che essi om0 Lineormente indipendent:.

;X
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LE Hamiar

beg Unow  Aabello i nomesi  ordinaki secondho vighe & cRowne

a, %, Ay Ay o Xy \
Qg %a B2y Yy v Xam

o3 N

Rt Cons ®nt gy o O

= '23:'::\ (’dxa%em\e eincipale
Se wm#Em Qo wakace ai dice velkaneclare

Hitrice  Quasrate

mzm (ovdine oleMon mokeice)

Hamacr Diaconau

matice quoslcats  con Qg =0 com ixf e a;;%0 pec dlmeno un i

HaR\cw TRaanGoLAR:

Elemedti divessi dlo zero Stawne AmMi sopra/sote Lo diagonale dello makrice stessa

D’&_g_ mokrice timngolase > ag20; Yesd M“A’g

H kRice  \Dentiva

Ttk al.' 4 sole dia.%gu.\e

Hamaice TRASPOSTA

T ress
A [43:] A ’[z‘.l-l] @A sowbiane owhmalamente le cighe con le colonne
Ava” LS 2.3

N8 xelR
x=[3] Mllrasoxd
Mmxd X Axen
OPERA%\ON\ Con Le HATRQ
4) Sommen di Wakeici

A+B - C
WMixm mxen L hdad
Simm o 3 Rowkime € @o ghesso => Aowmo a\e%Q; efement: coccsgoudent.

2_\ Proo\o*o PO Lv NOweco

ok

A R \ ke &
an vie \L%mo oo th:Mﬁb«h@

QA emem = C
"G sempee dolo sesee tieo

Alessia Brongo
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3) Proo\o\to teo enatcici

§i oo esequice se — A ‘Er b“e mafrici  ai dicono conformsbli gex i@ qrrodotte ado se i€ numern di aRome dela miwa mtnce
ccbomme \e al moweso w ]
AB - C g e s overfingl et M
e~y o

€ uyuale ol wumero oli n&%ﬁe della  aecondla

%y byy - b,‘,

A- [] i B - 24 Baa - L2

wxm M¥e | o3a by, ..
Pt bma " bmp

Q&: prodolfo intewo i wigihe di B, colowre § B

Prop’idb‘ del proddte Ara emobrici
4) Associctive  (aB)C=A(B C)

2) Distabutivan  A(B+C)= AB+AC
(B+c)A= BA +CA

ne ® oddke  Ara malrici wmom € comwotitive (coe s ABe definito, BA pvo mom esserlo)

ECLEZIONE = Wakvice ioleuntito: ( commuton)

Alkea. proprieta”  cavalleristica > Due  matrici mom nolle possowe owigginare

wne nullon
AB= C - matsice nolla
04 0y @y, .
N A = e tae x = [ f'-]
wmrm Lo lag, S L2 Xm
Qe ¥ Rg Xy o+ O - X, a,, a., '
L L YR AT + aQ
24 %4 22%2 % . * Qg X = x 24 0y, %m
K> pg| B PSS I
Qe K4 Ry " %) + . 4 Q¥ Ry P Gy

Alessia Brongo

combinazione Lintare o vetlor —>colone ok o con C&Qidenti womponeal’ del  veflore

<

52


markolano


Ro b\wﬂ

x!

2 m
i " ER

qubiefre S sono Lincormente indlipendenti o A wte  olipendent
(= uno multiplo dell'ato)

&ne Linearmeste dipendenti se [:] =k[:']

ke > |% =< ad=bc —> ad-bc =0
b-Kol b 4

A:[:’ :] mabrice quadwate di odive dwe

ad-bc-detA - Se dia O(2ers) none Linecrmedte ohipend ekt

"Se € divesso  da 260 (#0) Ao Rivescmete  nigendedti

§i deve coloboee il dlet.

a4 Ay ..a

am

A Qa1 %2 A,
I e SEL ST PO

b_e& Se A € wa matrice quodrata, & determinante ok A & dz&m‘uéo come :
xm Cdet A)

k) &. A:[q“] (w=1), o@or detA=a,,

i) S w22, oBeva A.t».:samg ot

A

dztl\;.s= minore  complementare i a 3

(L)“gdbfA = complemento algebrico i a
g come w 3

defA > & Qo sommo dei prodothi de}e«' dementi deVe prima vigo. di A per 1 rspelih  complementor  algelecicr

TE.OKEH N (& laglace )

& deferminante Ol una watcice  quadiatn A si oftiewe come  Somma  dei prodeti deqli elementi i wna wiga (o di 3 colowan) di A s i vispelis  complemertacs algebric.
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NS, Se defA 0 => A € veon - Sinqdate NS. Se fo watsice € guadrato di ordine s  si pus usare Ra m%oeo\ & Sowvus (valiols 30 pes mateici i ocdline 3)

& deth:o =5 A € Stngplsve @ i€ wmekodo oli Llaplace.
| Be wlcRare £ defeswivoute di wio matrice quadsata  di ocdine 4 o sopexiore S vsa il mefode di Laplace
R’ove'\e,‘\'a‘ i Jdev A (?rsgeﬁb\\e anche  mel coso i wabrici o ordine 3) .
Teorena

S'\o. A ono mokcice qeodaste. e sequenti o.%emagwi sono equnalent :
4) det =0
2) Le colowne i A sono  Rinegrwente dipendenti

3) Lo wigfe oi A somo  Linedewente dipandent

Alessia Brongo
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G~ Pt

Ricordipmo de&;v«iz’\one vetkod cd’p%c\n&li; olve vetori X,y eR™ s dicono orto%ev\a\i (& Pﬁreand\mesriJ s /% y=o

m
Bes {x.;...;x..i SR € o wsiewe ORTOGOMALE  re x, xizo Vigz4,..,m oon i#p

Se sz Vi- E— L'ingiome i whker & odteqensle.

TEO@.EHA\

S g.b. ..4,&,.3 CR” & w insiewe ofogenale => wn insieme ok vebos Riwe dfmente indipendenti.

TEOREHA  (coeffiionti ol Fousier) (W)

Siano {Ed"'i 5_1 SR on insieme oftngenale . Mo ¥xe®R™ x=(x-ada.+ (x-a).

-2 Lreae
(&'Eu) nowo Au&-‘m\-i i Feoriee &k x visetko alla \’Aas_g.«“_,.,g“g
Esewmeio
S —If_i . ——}; ¢ IR* : . uninsieme  di yellori toaonale com da vellor di norma  unitawio
o {[21.[5]§ < Def i adta), il

si cdice  orfonormale.

[’i] [_._i]z-\,z+‘i=° b {e‘,e‘,.”,e"i

-,

1§ ]

Quinel: & onen base o«-\‘n%gms\e oli le‘

=1

Sian x=[.‘,].’\’mm i e di Fouriec

[0 [4]-4 2

[1] ["Tz]. 2 3 .18
-3 _‘\_~1 Gz Jia
J W[®]-5 1=
IREINIES
2

DETERH\NAME Ty HAT™RICy 3x3 con LA REGOLA Dl SARRUS

&y Ry
: 0y, T Q, @y, A3y +8,;9,,9;, v A, Qau"‘u : (°l5 2%yt RuSz Ayt °I1°1\°33)

O P S o)
21 ;93\ < [=a
qil qsa/ qz-’;) ‘“3\\“31

Esempio

224 |2

-2 1 L
detA - det I} o z]: o zo+ 8t6-(o+th-24)=34

Eserciai

5o L[ e

Descrivere Sfem(s) e trovare wna base ol Spaw(s).
S+ ek 1 A1] -0 131 Y2+ 8 3] 0008 4R

3 \ 2

N 1 B I g

\ o 1

) ] |:;| ollore. _esclude il teco
2

-|:4 alhora e sclude )\ quarte
4
2

1
[;]1 |:‘4'] mom stve oo wmolkiple  del alco |=> rono  Livearmede indli penolevt
=

'

Aono | Binearmedte
Jhigevdenti

4

=> { [é],[g]j € oma base dli Span(s) => dim (Seam (5)) =2

Eseama\oz
x -3
W= %[;‘3] elR™: X, 4%,2 0 x/}:og
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D\moﬁm che W & \yno sotfospaeio ok IR e

Feovsre |3 som  dimeusione.
X3,

%
Siana 1:[;;] e.y:[j}r;] con X,yeW e sano 4,8 €IR
r 3

Xz
Dobbiamo far vedlere che | 4x +By e\W
— \ Y 4%+ By,
dx+ By eh/(—>4[’§(;]+§[§,}a]= E 'P{,a]e\d

Xz
3 +Prs
Ouivd: il velkore zesche €\, deswe avece

S x4 By, +d5+By,=0, 4q xg + Byge

&2 3 (xa+%) +Bly 4y,)=0, qx, x Bya=e
N~ (Gl 7 2 30
e = =0 =
xche” e cche e
o en e o
& J.okBoozo / 4o+ Boz=o/

X
f [eWsx =% x| =0
N 173

= [8]=[5] ker-s[:

1], teR=>W o olimensione £
>
base ali\J

E

Semplo

W:%[Eﬂe\(&s: x.,“z_z\x,:gg Base ol W?

[EﬂeW@ xi =2k taky | 2 [Eﬂ:[—%ﬁw] 24[%1 x 3[1:] Y boak {[ﬂ‘[:]g

Dg. Sia AeH(m) A € imertibile se 3 una matcice B EM(m) tale che AB=BA-Tn

L

insieme ok wmokcici mxm. H(“‘"'n)= mateici mxm

Teorerta (Motece cefatkex) (H)
AeH(m) € invedtbile &=> det A+o.
L
Lo mokrice wserso A" oi ms matcice A invectibille € \a  matrce A= dj'_A(A") doe A* ¢ la matace dei GoGatkest oli A

#* i
A ¢ 15 matvice  che s dkiene con oy sestitibe do (1) 5ul¢t A"ﬁ' dowe A € la matcice che ai olkiene do A cancellawclo Lo i-esimon wiga 2 Lo %-es'ma colounan.

{0 31 (-]
1
ole’r[:;z-n]i;;f—u Jdu-(6)s-n

q +3 .
o [efn %y w2 | A2
AT=1 e i iy e ] =

P2 ™5 38y £
% -4 2 &%
A_l—__‘ ' g -5 = ~;‘-1‘r‘f‘\
Wwla -2 4 -il-
ab 4 ol -b
Oss: Se AcHm, A-[2a] se detAcad-beso = Ao -u:l
E&Mgio
A=[53
Bt - -5/S
deth-s-6=-a = A"~ [5 7] [22
Cmprnwo.

HIHINHY
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_ Defemimzone dei weffaienti & on seioce ohiR” rspot ot vre bsse octovervile

Sia {)_(*, oy ™8 ama bose oftonormgle ol W™

" L » .
N §€|ﬂ A b y= (s Gy Ay X")“”“é (y- &)<
y: g (Y-!i)')_ti
L iaa
ottonorwale  § k.., a"}.

3 w%;aent‘ yw;“ sono  detk m&t\evd:l di Fourer ok y wispete olla lmse

b\H S»c:.ome {)_t“ - ;"‘3 € uvna bmse, esi shono m scalact 4o, 4 tak  che
m

3 até-—t 41"

Per 3=i:'“|‘" i€ ,('Jtoolo‘e\'o adtecno 5~5“ € doto da:
Yot A4

Sicoome {!', Ay 1"‘} € ortonormale | si S
5‘!‘={:', e ::;

Pe\-(.taw ° v §x= 9 5 e Lo dimostrazione € conclosa .
C\NLD.

S\'q A e woitrice quowrata cown oet A+ o.
$i ba
olet A% 4
oletA

DiH Lo wotwice AY & bole che

A«P:‘ £ Eﬁ/’ Wewtitos (4.0

Pef 8 Yeorewa di  Binet M o
det (A-A™)= detr A -detA™

Qliuoli

detA det A'-der T - o

da wi
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Msaszoan

DETEK\»\\VAA»‘\'E DI UNA  waTR\C

A S oma wiga o ona clowna di A s wulle, leran detAeo

2. Ss dwe n'wgko o dwe colome gi A svo proportionali | allera detA-o0

3. S oo e (o nd wlonno) & sommn ok olfre rghe (o alome), allor olet A=o
4. detA= dexAr

5 Se . alecn dek A.B= (derA)(detB) [Teoceme o Binat]

Muml Axm

6. deta':s _1_ (Se olexA #0)
dlerA

Ranco DY oMa Maraice
- SoTORATRIC

4130
A = -"15’] wom quadesta
awh Loy ad

& concello wn Aot oli m}‘ue 2 v bot oli  coloune offenge delle mateici ok , dette so \, che > essee  quadrste o mom quadrate

SOTIOMATRIC!  QUADRATE

N8 Si olice wminore di una matrice quadrsfe. i oleferminanie oli vaa sotomatiice  quadmta

beg S A € wa matrice , £ rango di AG(A)) & i massimo  ordime dlei mivori mom moki della walcice A.

Hetooo DU KRoNEKeR Per  IL Cawows DeL  RANGo (+ KRONEKER careus)
T on wetedo ger pasei

1 Consdes n mivore mom mullo di owaline K.

-3
dot [4-1 z]“‘*" (k=2) YIS
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2. Onlou R omimone i V. ol pomto 4, am Amthi | miodi  possibili, gec %ormm wirovt  di ordine  Kas.
ser[434]

et [.‘, bal f{J

3. Sa X oot ok otline Ky frovatt o goafs 2 move AoEi molli  Condwdo

e w(m)=x
niny=2

. Se vmo  olei  mimows i odine  Kig Aovok o) queto 2 € #o0,

oMovea.  w(A) 2 Krg .
con K=Ksa

Rieacc  dol Qoo 2)

’r€ OREHA

SQ nango i A € i wassiwme momewos di cRovne

(o ok wiglhe) ALneonmente  indlipenolenti {B,L& che M possono
efimreve  olow A

Ccmsiolere 3 welkow o' o*, o3 ¢lR"
Consiclero Ssee Sg‘,g‘. a3% - Soan {0, g"g qenche  0® € Q.o di o',0? quindi AL P Wiscuivere come combiaziowe Qineare.
o', o base

dim  Sean \q_“g“ o322 winy.

TeoreMA

W ki cincde wn Lo olimensiove A soto Sasie  geve rate  dalle  colowne ol A.
] [ ] [ ] [ J [ J [ ] [ ] [ J [ J [ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ ] [ J [ J [ J [
QSTEXl DN EQUAZON  LINEAR)

-\N,o%n'\\:e i 4° %K-ao\o. molkiplicote e Jmc.o%“\'cc

= o eqoazioni; ™ 'w;n%Mi\‘e

QX 4@, x, e, =ba ForHMA Estesa
Qg %, * Ry Xa ... tORam Xm = by
Ol X, R Xp ¥ oo: * Oy Xy = By

Foarn  HarriciaLe oy uN S\STEMA D\ €0. Lieare

A o b - QA Xy o A
x= [;:] e R i lg:[;\u]ell( . A- Ga; Gzaj - Ram
~— — b a a

uetk delke G i S
incaqeite T T

tecwmini woti

QX+, X, + b,

A xe Qa‘x.<¢luxz;4..1—nlmg,“ = bg
(e AL WL L S bm
Alessia Brongo
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o 2

S’\s\’ewﬂ o eguaziowni Cineoxi

Com\;\ve%\om Diveare dele lome oi A cown M%iaen’b dati

(]

A x
®® ©

l&f dalle componenti di x
L. [8 ]
bt
s
x=[ %]
a o (> Y
@A ey e e ] L ecticel chmeletsl
@ th_a.mz_.., “m,;.,

-
leoce-mon (o\'\ KuorecXo. — Coped

'SQ Siclema. A x-b € pesbl 2 o nlo re  w(A)=w (Alk)
Dt
Ax=b € possibile e e sk & b € combnatione LQineace di A owevo

@ e o e € momeo A cRowme fineocwmedte
ndipenolenti di A e o Alb comcide.

—
leorema

Sia- Ax=b om sisfema possble (u (A) = w (Al\g))

Se w(A) # K(A\EB € \MPOSSBIE (o cummatke scRuzion] )
Mxm

4.\) & V&(A):ml a\\eaw. Ai:b ¢ O‘&Te,m\hotol- (M:,,P Mmcﬁ“&Q
2) Se wlA)em, alloxa Ax-b ¢ imddeemvato (ammete o”*®

oo toluziowt)  dowe (w) som i greel o Oledes
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S'\s\'emo[ eossib\\e e indeterminato

a1
lio\e:\’/\—-o = w(m=4a (A <2 60" sa\oziem

2 2

|

5’-[;.11- Al‘3=[i;.'7.],~ wlale)-a

S‘\Sre,wn Q’m&&v’.’x omoqenel
J

7b=o

A &:e/

™ xm

L);ew.?@,?aﬁbih

o ighe
~m ;\}nme
X=0 € sfzione

A’L'g < #\U\\g

/Lremq (Oleue, S&uziow\ dil on sisteme emetevea)

AU sigteme kneace omoge neo ¢ sempre ?gsg.‘\’oi\e,)

2) S Ax=e € deferminate, alloca ammelle  solo Lo solvtione x=o,;

3) Se Ax-0 & idelerminado, le soe soluzioni costhuisono on sofoseazio

ammette o™ solszion
Pl AP
tsempio
—_ X4 +X,=0

2, +2%,=0
xe 1
Xa= —Xa 3 [—xb ; xa €\R

Xy #%, =0°

|
A- [’L 7-1 X2,
N ; . L
N S‘Sﬁe\gzizﬁi[-ili’(‘e\&g
K(A)=4 N N
i
R N
1 * N\ 7 Xd_
- X3z 4-Xy
Kga—ska
ND Ax:b
Ax- o (sistema omogeneo assouato ad Ar:h)
Esemg\o

Xyt Xp=4 {XM‘X,,:i

YRVES R A Xg+Xy=4

Xz: ry .XL

Xs K X o
[\-u]: sva [Tl g
N__ L _
Mxl(oui ole,q \
$isitma hon owoae»«eo ina solobione. del
Solzion: dlel , sistema tom mozem

sistlema "‘“f‘"‘

TOOKEMQ A&:b (lz:,‘-g]: Struﬁime delle sdvzicni ok wn siskemo  fincare mom omogeves A)ﬁ:

ovna:&eneo A§ =0

'i_\se )_(_Ll x* som0 gloziont di Ax:b, allora 2= x*-x* & solvzione di Ax-o,

=2

(s Axteb Axiib A (box)-A ' Ar b-bos)

X=

) Se xt¢ solorione O Ay-b, Whe o solozion o Axsb, si desqono come

¥

Alessia Brongo

(]
vefonale o (R di dimersione m-w (A).
I S |

§ qracki ol \beds=

b moto € Nucleo(ker), cio€ mote | sdozion del siskemn

+x%, dove v e solutione dl’Aﬁzg
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S isfemi Lveaxi quadrafi.

A X = b OS o sislema & detko i (rawmes (o ccawenans) re Qo wadxice dei ue%men\:\ A e quadrata wn defecminante  mom m\lo%
mXm 1 ]

Eo"ema Coli Cramer) (1)

Si Ax=b o sisfeonm  quadssto.

.S»Q Sistfema. Ax=b € deferminote se & so se oderazo. 3\0 ques“’o caso, L' vnica solozieve si poo” Sacwexe Come X=A-b.

Reqda oli Cramen

Sa Ax:b w suseme quadrabs com deraso

L\ . x
uaitd Solvkione x=| 1
T xm

S o wlolare Gome
X{ = 3&*:& el .
et

olove Ai € lo matiice che s dtiee sostitvendo alla wlowa diA, il seffore b dei Termini  moti.
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/EQRE—HL&\ I(Créw\ir M - H

S’q A mo matiice  quadrate. ok ordlive  m.

3@ sistema  Lineore

Ax-b
Bo on' amica  blorione Vb elR' 2o e sole 2e Lo wobwee A & imectibile  (ossio  detAzo).
& questo caso Lo soluziowe € dota da
x=A'b.
Dwt Consictesiame 2! opevotore  Lineace
TR > R™  definite  da Tle)= Ax, Vxe®"
36 sistemo. Dineowe Ax-b o sfozione Vb elR” e e sofose b o WmT, ossim ne e pole Ae T & soehkive, che
eﬁowa.\e a oefA+#0, owero W=
So“ko quest' vltima  cowdliziome | inolEce, T & ek, ossim  esiste  awm aumico  x eR” tole che
T()-Ax-b.
Quindi B solvziowe & omicor.
CN.©.
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En%io‘n\ e Oecrc(\’«\ /e-'\vtec.\"\

% :\Kn—bﬁm Neg S %-.Kl*lﬁ Rivease (=> %&) —ax;aelR
w=4a => &,m\ai

M7 4 =2 gpecaiioni.

(R'lo?@\a'—rp;
&( x)zax

a) é(k+y)=(g(x)1-g (\/)
%(hyh u(x+‘l)=0\x+°y = g(x)-rg(y) Coololitivitor)

2) g(qx)=4g(,<) , 4R
%(M()’ u(qx)= doxz g ng) (oho%eh@ﬂi)

Def LA™ & lnamce  qoandl
1) g(;g +y 3;&(&) + g(i\ Yy, y e\R"  (adohitiuitx)
2) §Chx)=afCe), Vi @la™ F4eR omepemis)

N&. S %;(P\M—ﬂ?\m € lineare, aoca 8(g)=g. \n%a‘\*i fo. 4), ger 3=0, 3i xxwe cowe: 8(9)-0-3(»1\-—9_

(Eorcw\o. i roporesemtozione i Rues por %Q, gpexoitert
%: R" >R Le &%uw'\?( afermazion: sovo  equivedewtt.
£) 13 € lineane
2) :-‘ A tale che

Mxm

g[&)=A 5‘v”t&‘",
NS, g:lﬂ-p\R(.n:n;mqb, %élim‘e ne € 3do se 3&& R tede che g(x\:ax’\}'xe R

N.©. %‘Km"\g C"""\
%c_l'\nev«enze_.s:\o&e, I A e @e %L£)=A§ Aza-la, o, an]
" Lrmn (*n
%(5) =& xz [q,q,_ Ny | L"‘l—. QX G e, X,
X
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o

Teorema i ropptesemtozione  dh Buese pac 80’ pexaiert
%¢ "1™ le M%Vw'\f( ,%erwwaom Sovio eqvivodavr\‘t:

4) % € lineane

2) JA tae e fl)-A _ag‘\Jge(KM.

Mmxm

Dt 2) = 4) He. g(ﬁ)wL

&) adolitivitar, g(gl} - g(;)»« 8(1)| Vx,y R™

g(§+l\= A(5+Z)=A5+A\i= 8(&)4—8(13

A € onicer

i) omo%ene?fa‘ g(g;): qgfg), VyelR ¥xe R

g@ = Alax) =qAx =90(x)
,;)‘;ul) L?=>% € Leare

4) => 2) . € lineore

ferso che R” 4o dotts  delln base stwadard , ¥, ', €

4
%(!\; X=X, € 4 x,_e_"-r et X,,,,e:

%(x_): &()qg"*- Xy € ek x &) =

oiche 0 sedelisfa ' cuslatictt soc

= g(x¢§4‘)+ g(x,e_‘) ALt g(x,.g'") =

oiche” % seslabisfa anche l'omogevaitar
= X, 8(5") + xagCga)+ ot Xy (2
L )

crR™

el” R
= Ax

A - ey g o geen]

M xm

B modave che A € wica, Sopowamo (pec

k=gt J(e)=Acet; flef)- Ay et

.. @
n q“ ‘A.z. i A
A g__uaL a,, . a.?_m R O:
mxmd : g 8 8 o
o

‘ml— %& @

-
7S
[N

Aced -] %

m.m mxd Oema

La prima colowna. i Aa € ok A; Sono u%oali

E allo stesen mode s 9 domcgkeee che Tike le coome ok Ay somo vgualt o quelli ok A

assovelo) cve RLI-Axx | Vx_é\?\mi 5(1 = Ay x  ¥x R

. quindi Ag=A,
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\wwnq%'me e Nudeo & vn Ogecalexe Lineose
%:\RM -\ \‘meg.rei 8(.\(\=' Ax

Sm&:&\lé\&m‘b\\ coe ]xe\@‘n@r [V %C’;S:ig = {zﬁ\&m {'ml\ CL\& 3’5&\@@&(‘&.\\ \_A_¥)=lg

comle \ineoxe
d.:,\\‘%. colawne Wi A

A=Tat a? .., o"] = searic vetborisle enecsto dalle cal i A.

lim 3,., 8. : Ka“%o =vw(N)

Noucleo ( Kernel)
Kex g $x e 8x)=0 ) ix R Ax=08=5 v o B oli climensiome m-rela).
olim Keu# + dims,,g= o »Tleorema  di Nolit « Rango

\n\e,\\'\s\\:o? e Sutievgkat g ogerotow  Lineavi g:\g‘“:\\{‘
§: R™—>R"¢ ineftiva quamcle x, x> €R”, X'+ x> § oty 2 0.

NB. LRNRTE nekve quando Uy ednd 3 2 cR” fole che plxd=y

Bx-9)
J

w(A)=m
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g-_ IRM»\@" € sonetnie quaede
Smg -R™

3"‘3251 R Holicne  esste wn ¥ fer winm",jg

S faar, . a%E
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léOE@EtﬁA -n

Sio\ T:_lRm-—>|Rm un opefatore  Lineoce.

Alloca KeiT € o sotbospasio vethoriale ok R”.

Dir Seno X,y € KewT,  ossia T =Ty =o.
ViBelR s o

T (42+By)=qT(x)+BTly) =9.2 +P- 2 = o .

P’-rtavnto qx +By € KexT e quindi  KenT

Alessia Brongo
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um  dottospsrio

vethorigle
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R
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V6l 1202

A€H(w)
A-AA
A AA. A

—
K wolte

K
Dalla So‘(MU\Q i %ine‘t S offiene o\eT (AK)=(de*P\\
det (A-8)= det Mdet D

\ yeh xzy=> 8(5\’1 8(1) &e? crescente
V_&‘yeAl x2y => 5()&58(\!) g € declcescexte

Se % € s mesade che decceswavle | 8 € costaxte

Se v LIS el x 2y => 8()&)78(13 % & steetromedte ccescedte

Se ¥y yeh oy = Q) gy)  § e steer. deccescadte

S % € Cresunte ¢ ¥ 5:1’5'\ x>y = 5(;\>8(Z\ % € %,d’e,mme, cre sceie
Se% € deceswite ¥xy eN xory = %(&3 <00 % € foilemente.  decrescure.

Ptﬁ'\%lone
S‘m %:A "= R. Mora se 8 € e, ccescadte ='>8 gcc‘kemevi\.'e ccescavte =>§ € ceescavte

055 . & W(VeTSoL  mom € Veco, o‘o'mé(\
g %,,d‘gneufe cesavie #>% stretr.  weseevte
% Crescevite =2 % %otmue.n‘\‘g ceesaste

Def Se g AeR'R,
Se VxeA, xzo => 8(53;9 ge‘»s\hu
S Vienxre = f)e  § & Srelt postua
Se ¥xeA x»o => gtg)m % e %g:‘*‘emt osiida

Se % € &tett. postiva = g € fortem. pesitivn =2 § € gonikive

Fﬂoﬁ\%\mxs
Sla g:\&m—ﬂ?\ va %on\'ow\a Dineare. Aloce
% ccesawte &> %PQS'\‘HQ
5 ghek. crescaie 4=>g grelt  posittiuan
g foftem. cresaite 7§ fottem. goskiom,

/\,eo(emo A Riese- Nacken, (1

Sia §: @SR . Atora g€ Racore ¢ cresavte =23 on onico tetore X eR" X 20 hale che g(mx x ¥rxeW

‘3\4 ?ra.&‘hcoeo.ee
X 70 t=> g e:%oﬁam ocesante.

X »>0 (=> g ¢ Lcdtom e scavite

Tleocoma delio coseds. dale 2 ol

Onou %unume &:\RM»\R & alfive & 3 vva fonzione Rineare Q:IR™—>R & wn numero weale qe\R  Aale die PICHES R(x)+q ¥ eR"
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Acocazion Coawmec

(GW)
Sid A:jii}ev\(a\uo e \2=[E"s]e\‘l3

W54 4
R'\Soevlece .t possiole I\ s\Stewq A x =b

Andiawmo o orare O

32 V773 2
det [ o—\:,-\o = -8-5-(1s+2)=0
b 5-1JasS

Lo orligmo

3 25132
dei[—\ 0 - ]-'0 zo

ws al4s
=2 wlA=2
3245
Anv[-li-. i ]
hs - |q-6

olet [2. ‘.,:'.].?: da

as-clas
=D wl Alg = wkA=2| =2 5’\S‘€e)mo. pS\b\\e

h-2 2

3?« Sstemo owmmele | 60 =00  sdozioan
0
] L -4 4 = 3
Quwd\. b( = }6\’\(3‘0\) e \g—[_ﬁ_]e\R

a«\"avmo x?,:fc e X,=»

3 2 486 Xa
[—-\ o -41-3 [:‘]—'—[:‘\1
S
3Xg 2 X, At1Sa= -4
txa —t -s==1i

3x4t2xq =-1—¥-54
“XA = -Aava A

\ 2
£ e sistema quasteste  com ot des coe&{o&mﬂ'h B-= [3‘01 wn de¥B=3%0 e b =[

B gowm?.a ok Ceamere:

oot [-\—'\'—-55 2 ¢
X4 = oe sutes | o d o getas) L4 t-n

2 Z=

3 -L-{'-SA]
B e e o U

2
Soldziont.. e \e| sauzion Qo) sskewme

orssocieds

Xa 4-t-s 1 om-oq@no
8- B L) b

X3 3 o

Xt 2:Y o

e unow
pocticolone

SiSYewor  wom

ow-o%ey\ep

(2)Tsexcizio

Sa %: 23 LQivesse.  con aviodcica | di Togpresautozione

SoosPdrie =2

44
A=[-23 0-%] e sia b
14 2

be 'Sw.g? Se. s\\l’hv«mte Qe Preimmo gani di b @n il feoremor di (ramec.

L’ét&mg(:>}cdvneno un )_(é“?\s ‘bo\\e e 8(5):?.
LK
=Ax

Alessia Brongo
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be .:\w\g ¢=> il siewa ficore Ax -b & pessibile.

w(n) = wlA -2

Alk- -43 -23-5 =2 1 (A\R) =2

4 12

3-2 i "
=0l sistemo. owmmelte | 7 "= 00 | soluzioni

?e\- frowndo vso (awmex:

%alavno Xf’k € wWistriviamo 1\ SiSvenmm:

2-\1 X
EX=RESEN
2x4-¥p tE:=3
{'3)(4—31' =-3

2)4 =% =3¢
%—3;{, =-3.at

€|l un sistewa qoao\r:to oon  waXeice der ucgg\ae,w\'i
- 3=t
B3], derB--a e b=[305e)

3t
Xs=oer[Best o3 |-avat ¢
—3 -3
2 at
Xy detlss 3vat] . cexetea-at
—= = eret
Solvaioni: powo s [uetvort

i Ree(f)

(8- PR AT
g ¢ iniettiva ? N O

Roblemo clei minimi | quadissti:
S AeHimin) ¢ beR™
Ay-b

Sn %enem\e | sistewmo. | puo” mom| awmlettece  soluione e queto capito spesso e mzm

"
od | essece  unat So\l)'t'\one?

(32
L * n .
PO s dinviede s dove | conbtivid pox oot esste  x* /R che st " awicivna
Cioe‘;

LA £ -6\ Jogiiame che sia picccRo &2 \le_* —9_\\1 vo$\iav»\o ehe sl pceclon

-
Qundki cerdiame | x* € R™ che| wisRia | poblema i otkimizzazione

iAo’ | avbx eRT
us Un vetkoce )_(_"'6 lRM che tisclia | problema  win “A;-hl’l Aob KeRM € o minimo quadieats del  siswme lineare AL =b

EORE HA

Sia| wmzm e AeHlmm), beR™ Se w(r) =m, Al A R” hale cve x* & sduzione i m‘-u\\Ag-lgu" sob x 6IR™

(ie. x* € minimo quadesrs )

Oss: Sia )= -UAx-LI% AeH(mim), beR™ mzm

Alora x* & soloziome ol v»iullA;-b_\\1 sob x clR™ => 5* € slozione i wox g(x) sdox W
Teoreva

S‘\u Ae “(m]n). be\R", mzm.

& c(N)zm, La g,.m%'\one %C§)=-“Ax-|_=“1€ Sopercmercive € afrekawmente concoa.
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M\

Uhq %\mtione %l@ —R = Liveoxe e e  Aolo e esiste on omco  yelhere 2el” ftole che

%tah v.x, Nx € &A™
ow (&Y. &)f?l’“'\wo ehe g(xhg-;‘ pec guelcke v eR"
Aloca:
£(£413=‘g(5+1)- Tx ewy, \J’L.i cg”
2

%(’)5)=g~(‘\5\= ﬁ\_rlc:-\g(x), \J-)e\Rl '} v e\K’i

?e,rtav\’co g ¢ Aeoce.
n
4-9@&&:‘ SuPpouiam. che g Mo freace e considleramo Lo base
ﬁmiamo = (& (e, 5(5"), .y g(g”)) <R”
O%w' x € R* Al puo” scrivere  Come X = 2 X €
Pert%f‘o
X(arh 5 (‘%rs"): ‘:in‘ wfedev oz,

Pe‘c womtare che ¥ € wnico, Aafpemiomo che  esigtomo olve
S(&hu‘x e 8(1‘_)=‘0’1x Vx el
Vx:xl oy m A da
() et ein ot - 2idts gt
e quind(
vt u?
D,
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PER DUBBI O SUGGERIMENTI SULLA DISPENSA

D —

DR

- em— - . . —

ey S

alessia.brongo@studbocconi.it
@ _.alessiabrongo.
+39 3662497117

PER INFO SULL’AREA DIDATTICA

i
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nicola.combini@studbocconiit  martina.parmegiani@studbocconi.it mark.olano@studbocconi.it
@nicolacombini @martina_parmegiani05 @mark _olano._
+39 3661052675 +39 3445120057 +39 3713723943
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